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الحمد لله رب العالمين والصلاة والسلام على سيد المرسلين» وبعد؛ لطالما 
أثار انتباهي أثناء تدريسي لمبحث الرياضيات للصفوف الدنيا موضوعا الجذور 
التربيعية والتكعيبية. فعندما كنت أتناول الدروس التي تحتويهما كنت غير مقتنع 
تماما ولا حتى الطلاب بالطرق المعروضة في تلك الدروس» وذلك للأخطاء 
الكبيرة التي تنتج من جراء استخدام تلك الطرق في إيجاد الجذور التربيعية 
والتكعيبية إذا ما قورنت بالنتائج التي نتحصّل عليها فيما إذا استخدمنا الآلة 


الحاسبة فی إيجادها. 


ولأن مستويات الطلاب في الصفوف الدنيا لا تسمح لهم بالخوض في 
أساليب ونظربات - تفوق مقدرتهم بكثير- يمكن من خلالها تقريب الجذور 
التربيعية والتكعيبية. كنظرية بلزانو (دإ٠إ0عط1‏ ك'0«هzاء8)»‏ وطريقة نيوتن- 
رافسوù .»))NNewton-Raphson's Method)‏ ومzسلساة‏ ذات الحدین 
Series)‏ 1اBinomia)‏ وطريقة التقريب الخطي ) Linear Appr0oxiation‏ 
Method‏ . والتقریب باستخدام کثیر حدود تيور (Taylor Polynomials)‏ 
وغيرها من الطرق الأخرى؛ لما تنطلبه أي منها إلى معرفتهم بمفاهيم أكبر من 
ستهم» كالاشتقاق والمتسلسلات والتقريبات العديدة إلى غيرها من الأمور 
الأخرى» فإنني أخذت الأمر على محمل الجد وأشغلني كيرا إلى أن توصلت 
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إلى طريقة جديدة أسميتها "طريقة الحصر" (ل0ط†ءM‏ ہRestrictio‏ والتي 
سوف أستعرضها من خلال هذه الدراسة» حيث أنه ومن خلال استخدام هذه 
الطريقة يمكن إيجاد قيم تقريبية للجذور التربيعية وقيم تقريبية للجذور التكعيبية 
بصورة بسيطة. تنتج قيما قريبة جدا من القيم الحقيقية لتلك الجذورء هذا 
بالإضافة إلى تقديمي مسبقا لعدة علاقات يمكن من خلال التطبيق عليها إيجاد 
كافة المربعات والمكعبات الكاملة قبل الخوض في الجذور التربيعية والتكعيبية 
للأعداد. 

أما مادة هذا الكتاب» فقد حاولت أن تكون بسيطة ومتكاملة وتؤدي إلى 
الغرض الذي كتبت لأجاه» فالفصل الأول فيه يتناول مفهوم المربع الكامل 
ومفهوم الجذر التربيعي وكيفية اكتشاف المربعات الكاملةء والفصل الثاني يتناول 
بعض الطرق المستخدمة لتقريب الجذور التربيعيةء وقد ارتأيت تقديم ستة طرق 
في هذا الفصل ألا وهي على الترتيب: 

٠ه‏ الطريقة التقليدية المستخدمة في المناهج المدرسية. 

.(Belzano's Theorem) giljlڊ‎ ةةqرط‎ 


.(Newton-Raphson's Method) ùو~nفlر—-jتوين طريقة‎ 
.(Binomial Series ) jıدحلl ه متسلسلة ذات‎ 


يقة التقريب الخحطي .(Linear Approximation)‏ 

۵ التقریب باستخدام کثیر حدود تایلور (ئاھندص0ہراه۴ هار۳). 

أما الفصل الثالث من هذا الكتاب فيستعرض الطريقة التي تقدمها هذه 
الدراسة ألا وهي طريقة الحصر (ل0ط)ء1 ١٥اRestic)‏ لتقريب الجذور 
التربيعية» حيث أنني أوردت في نهاية هذا الفصل مقارنة بسيطة للقيم التقريبية 
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لبعض الجذور التربيعية المتحصلة من استخدام أغلب الطرق المستعرضة في 
الفصل الناني» والطريقة التي تطرحها هذه الدراسة طربقة الحصر 


Restriction Method)‏ لتقريب الجذور التربيعية. 


وعلى غرار ذلك فإن الفصل الرابع يتناول مفهوم المكعب الكامل ومفهوم 
الجذر التكعيبي وكيفية اكتشاف المكعبات الكاملةء والفصل الخامس يعود 
ويتناول الطرق الستة المستعرضة في الفصل الناني وذلك لتقريب الجذور 
التكعيبية للأعداد» أما الفصل السادس والأخير فيقدم طريقة الحصر 
Method)‏ trictionیRe)‏ مرة اأُخری ولکنھا تقدم هنا لتقريب الجذور 
التكعيبية» عارضا في هذا الفصل مقارنة بسيطة للقيم التقريبية لبعض الجذور 
التكعيبية المتحصلة من استخدام بعض الطرق المستعرضة في الفصل الخامس 
والطريقة التي تطرحها هذه الدراسة طريقة اdجحصر «(Restriction Method)‏ 

وأحب أن أنوه هنا بأنه یمکن تدريس هذه الطريقة أعني طريقة الحصر 

Restriction Method)‏ والتي تستخدم في تقريب الجذور التربيعية 
والتكعيبية» والعلاقات الرياضية التي يمكننا باستخدامها اكتشاف المربعات 
والمكعبات الكاملة لأحد الصفين السابع أو الثامن الأساسيين. 

وأخيرا أود أن أشكر كل من ساهم على إنجاز هذه الدراسة» وعلى وجه 
الخصوص أشكر أخي الدكتور رضوان بطيحة والدكتور رمزي بدارنة الذي قام 
بقراءة مسودة هذا العمل وأبدى ملاحظات قيمة تم أخذها بعين الاعتبارء كما 
أوجه الشكر والعرفان إلى أبي وأمي وزوجتي وأولادي وأخوتي الذين سمحوا لي 
بوقتهم لإنجاز هذا العمل. 


المؤلف 


ملخص الدراسة 


تهدف هذه الدراسة إلى تقديم طريقة جديدة في علم الرباضيات تساعد 
الباحثين والمتعلمين على إيجاد قيمة تقريبية للجذر التربيعي وقيمة تقرببية 
للجذر التكعيبي بطريقة مختصرة وبسيطة وقريبة جدا من قيمة الجذر التربيعي 
والجذر التكعيبي لذلك العدد إذا ما استخدمنا الآلة الحاسبةء كما وتقدم هذه 
الدراسة أيضا عدة علاقات رياضية يمكن من خلال التطبيق عليها اكتشاف كافة 
المربعات والمكعبات الكاملة للأعداد الطبيعية. 

وقد اعتمدت طريقة الحصر ( أ0ط)ءM Restrictio«n‏ ) التي تطرحها 

هذه الدراسة في اشتقاقها وفي تقربب الجذور التربيعية والتكعيبية من خلالها 
على أسلوب حصر العدد المطلوب إيجاد جذره التربيعي أو التكعيبي بين 
مربعین كاملين أو بين مكعبين كاملين على الترتيب» ومن ثم التطبيق على 
خطوات الطريقة للوصول إلى قيمة قريبة جدا من القيمة الحقيقية لجذر ذلك 
العدد سواء أكان تربيعيا أو تكعيبيا. 

كما وقد اعتمدت أيضا في اشتقاق هذه الطريقة على اعتبار أن الوسط 
الحسابي لناتجي الجذرين التربيعيين للمربعين الكاملين هو تقريب أولي للجذر 
التربيعي للعدد المطلوب» وعلى اعتبار أن الوسط الحسابي لناتجي الجذرين 
التكعيبيين للمكعبين الكاملين هو تقريب أولي أيضا للجذر التكعيبي للعدد 
المطلوب. 


ومن الجدير بالذكر هناء أن القيمة الناتجة من جراء التطبيق على هذه 
الطريقة هي قيمة قريبة جدا من القيمة الحقيقيةء وذلك أن الخطأً فيها يعد قليل 
جدا. 

وسأتطرق من خلال هذه الدراسة إلى تقديم بعض الطرق الأحرى 
المستخدمة في تقريب الجذور التربيعية والتكعيبية» كالطريقة التقليدية التي 
تتبعها المناهج المدرسية» ونظرية بلزانو (صعإ0ءط1 ك'174«0ء8)» وطريقو 
نيوتن -رافسون »))Newton-Raphson's Method)‏ ومتسلسلة ذات الحدین 
Series)‏ اBinomia)».‏ وطريقة التقريب الخطي ) Linear Approximation‏ 
»)Meth4‏ والتقریب باستخدام کثیر حدود تایلور ر Taylor‏ 
ئاه 0ا۴0 » مقارنا الطرق الخمسة الأخيرة بالطريقة التي تعرضها هذه 
الدراسة وهي طرقة الحصر (ل0ط)ءM‏ «٥iاc Rest‏ )» وذلك من خلال إيراد 
العديد من الأمغلة التي تتطلب تقريبات للجذور التربيعية والتكعيبية» عارضا 
النتائج والأخطاء المتحصلة من استخدامها جميعا. 


تحتل عملية إيجاد الجذور التربيعية للأعداد النسبية أهمية كبيرة في علم 
الرياضيات» كما أن لها تطبيقاتها الواسعة في حياتنا العملية» ولقد آثرت أن 
أتطرق في بداية هذه الدراسة إلى مفهومي المربع الكامل والجذر التربيعي للعدد 
كانطلاقة لها. 
1.1 مربع العدد (المربع الكامل) 


يطلق على حاصل ضرب العدد في نفسه مربع العدد. لذا فالعدد 64 
مغلا هو مربع العدد 8 لأن 64 = 8×8 وبالمشل فإن العدد 100 هو 
مربع للعدد 10 لأن 100= 10×10 وھکذا یمکننا القول بأن: 


1,4,9,16,25 ,36, 49, 64, 81,100, ... 


2 الجذر التربيعي للمربع الكامل 


يعرف الجذر التربيعي للعدد على أنه العدد الذي إذا ضرب بنفسه يكون 
ناتج الضرب العدد الأصلي» فمثلا نقول بأن الجذر التربيعي للعدد 36 يساوي 
6 ونكتب ذلك على الصورة 
a‏ 


حيث تستخدم الإشارة ل لتدل على أن المطلوب هو إيجاد الجذر 
التربيعى للعدد المكتوب تحت الإشارة. 


لذا يمكننا القول بأن: 
79 9/81=› 155=» وهکذا ... 


وتتلخص خطوات إيجاد الجذر التربيعي لمربع كامل بما يلي: 
٠ه‏ نحلل العدد إلى عوامله الأولية. 
ه نأخذ عاملا واحدا من كل زوج من العوامل المتساوية. 
ه نجد حاصل ضرب العوامل التي أخذناها في الخطوة الثانية. 


مغال(1.: أوجد قيمة 11025/~ 


الحل: 
هه نحلل ولا العدد 11025 إلى عوامله بطريقة القسمة التحليلية كما في 


الشكل المجاور. 


ه نأخذ عاملا واحدا من كل زوج من العوامل المتساوية» ثم نجد حاصل 
ضربها. 
5 =7 × 3× 5 = 11025 
ولا بد من التنوبه هنا إلى أنه يكون المربعان الكاملان متتاليين إذا كانا مربعين 
لعددين طبيعيين متناليين» فالعددان 16 , 9 مربعان كاملان لأنهما مربعان 
للعددين 4 , 3 على الترتيب. 


1.3 اكتشاف المربعات الكاملة 


يمكن الحصول على أي مربع كامل إذا أعطي المربع الكامل الذي قبله 


باستخدام القاعدة التالية: 
Baa Va Lee (1)‏ 


: المربع الكامل الأول. 
:b‏ المربع الكامل الذي يلي الأول. 


فمثلا للحصول على المربع الكامل الذي يلي العدد 81 فإنه يمكننا التطبيق 
على العلاقة (1) فنقول أن: 


11 


b=a+2N/a +1... (1) 
b= 81+281 +110 


وبذلك فإن المربع الكامل الذي يلي المربع الكامل 81 هو 100 حيث أن: 


/100 = 10 


وللحصول على المربع الكامل الذي يلي العدد 729 فإنه يمكننا التطبيق أيضا 
على العلاقة (1) لنقول أن: 


BSG RDG ET (1) 
b= 729+ 2.1/729 +1= 4 


وبذلك فإن المربع الكامل الذي يلي المربع الكامل 729 هو 784 حيث 
أن: 28= 784 


ويظهر الجدول (1.1) استخدام العلاقة رقم (1) في إيجاد المربعات الكامل 
(بشرط أن يكون المربع الكامل الذي يأتي قبل المربع الكامل المطلوب إيجاده 
موم 


المربع الكامل تطبيق العلاقة رقم (1) المربع الكامل 
الذي يلي الأول المعلوم 


OÈ 


ENT EES 
e E | 
ل‎ 


0 i el 


4 اكتشاف المربعات الكاملة التي جذورها التربيعية تمتل أعدادا 
فردية 
إذا قمنا بفرز المربعات الكاملة التي جذورها التربيعية تمغل أعدادا فردية» 
فسنحصل على الصف التالي: 


...,1,9,25,49,81,121,169 
وبفرض أن: 
,4 : مربع العدد الأول الذي جذره عدد فردي. 
,0 : مربع العدد التالي الذي يلي مربع الأول وجذره فردي. 
فانه یمکندا القول بأن: 


حيث أنه وباستخدام العلاقة رقم (2) يمكننا الحصول على كافة المربعات 
الكاملة التى جذورها التربيعية تمل أعدادا فرديةء كما تبين الأمغلة التالية. 


0 E0 


بفرض أن: 1 = ,4 وباستخدام العلاقة رقم (2) التالية: 


dad, = Qa, +Sn N E 
فإن:‎ 
dı, = @, + 8(1) 
a =1 +8=9 
لذا:‎ 
Ad = A + 8)2( 
a, =9 +16=5 
وكذلك:‎ 


A = @, + 8(3) 
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aږ‎ =25 +249 


dA, = QA, + 8(4) 
a, =49 +32=81 


ومن هنا يمكننا القول بأن الأعداد: 
UIEUDEULETUIEUIE‏ 
هى مربعات كاملة تمل جذورها التربيعية أعدادا فردية متتالية. 


ويظهر الجدول (1.2)» استخدام العلاقة (2) آنفة الذكر في إيجاد المربعات 
الكاملة التى جذورها التربيعية تمثل أعدادا فردية متتالية. 


الجدول (1.2) 
مربع العدد التالي الذي يلي مربع أ تطبيق العلاقة رقم أ مربع العدد الأول الذي جذره | ى 
الأول وجذره فردي(ب4) )2 عدد فردي(ږ۵) 
9 (8)1 + 1 1 1 
25 | 9+8| ___ 9 21 
0 3 
81 4 
121 5 
169 6 
225 1 
289 25 8 
361 9 


سا , 
© 


361 361 +8)10( 441 
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5 اكتشاف المربعات الكاملة التي جذورها التربيعية تمثل أعدادا 
زوجية 


» 


يمكننا فرز المربعات الكاملة التي جذورها التربيعية تمغل أعدادا زوجية كما 
يلي: 
...,4,16,36,64,100,144 
وبفرض أن: 
,7 : مربع العدد الأول الذي جذره عدد زوجي. 
D4‏ مربع العدد التالي الذي يلي مربع الأول وجذره زوجي . 
فانه یمکننا القول بأن: 
De > b, + 4(2n ۳ 1( eee (3)‏ 
n=1,2,3,...‏ 
وباستخدام هذه العلاقة يمكننا الحصول على كافة المربعات الكاملة التي 
جذورها التربيعية تمغل أعدادا زوجيةء كما تبين الأمغلة التالية. 


بفرض أن: 4 = ,0 وباستخدام العلاقة رقم (3) التالية: 
b,, =b, +4(2n+1) ;n=1,2,3,...‏ 
فان: 
bı, =b, +4(201)+D‏ 
4+12=16= رb‏ 


b,, = b, +4(2(2) +1 
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b, =16+20= 6 


وكذلك: 
b,,, = b, + 4(2(3)+1)‏ 
b, = 36+28 = 4‏ 
أيضا: 
Db, = b, +4(2(4) +1)‏ 
b, = 64+36 = 00‏ 
وھکذا a‏ 


ومن هنا یمکننا القول بان الأعداد Dı ,D,,D3,D,,D...‏ هي مربعات كاملة 


تمثل جذورها التربيعية أعدادا زوجية منتالية. 


ويظهر الجدول (1.3). استخدام العلاقة (3) آنفة الذكر في إيجاد المربعات 
الكاملة التى جذورها التربيعية تمغل أعدادا زوجية متتالية. 
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مربع العدد التالي الذي | تطبيق العلاقة رقم (3) 
يلي مربع الأول وجذره 
زوجي (1ہږ[ط) 


_6 | 144 | 144+42)6+)( = | 16 | 
8| 256 256428) = | ___324 | 
|9| 324 |324+4209(+( = | 40 | 


ا 


کما وپامکانا ۱ ل عل كافة الم بعات الكاملة التى جذورها الت بيعية تمذ 
و ي جدور 
أعدادا زوجية وذلك من خلال استخدام العلاقة التالية: 


:D,‏ مربع العدد الذي جذره يمثل عددا زوجيا. 


3 : مربع أي عدد. 
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b =4s, =4(1) =4‏ 
4s, = 4)4) = 6‏ = رb‏ 
6 = (4)9 = ,ئ4 = ڕط 
b, = 4s, = 4)16( = 64‏ 
b, = 4s, = 4)25( = 0‏ 
وهکذا... 
ويظهر الجدول (1.4)» استخدام العلاقة رقم (4) في إيجاد المربعات الكاملة 
التي جذورها التربيعية تمل أعدادا زوجية متتالية. 


الجدول (1.4) 


مربع العدد الذي جذره التربيعي أ تطبيق العلاقة مربع العدد n‏ 
3 ل 0 e‏ 


6| 36 |46 =|] 14 | 
| 4 0 2 |2 26 | 
9l I ED) | a | 
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يتبين لنا مما سبق أنه بإمكاننا اكتشاف كافة المربعات الكاملة وذلك من 
خلال استخدام العلاقة رقم (1)» كما ومن خلال استخدام العلاقة رقم (2) 
يمكننا اكتشاف مربعات الأعداد التي جذورها التربيعية تمغل أعدادا فردية» 
وأخيرا فانه وباستخدام العلاقتين (4)» (3) يمكننا اكتشاف مربعات الأعداد 


التي جدورها التربيعية تمثل أعدادا زوجية. 
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تقريب الجذ تربيعية باستخدام بعض 
»« »« ور التربب تد 
« ام « 


الطرق 
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يمكن تعريف الأعداد التى تمتل مربعات غير كاملة على أنها أعداد لا 
يكون ناتج جذورها التربيعية أعدادا طبيعيةء فمغلا: 


DESI OSL SS LOS LLL 
هى أعداد لا تمثل مربعات كاملة.‎ 


ويامكاننا اتباع عدة طرق لحساب ناتج جذور الأعداد التي لا تمثل مربعات 
كاملة.» وسأتطرق في هذا الفصل إلى ستة طرق فقط وهي على الترتيب: 


٠‏ الطريقة التقليدية المتبعة في المناهج المدرسية. 

.(Belzano's Theorem) gij طريةة‎ 
.(Newton-Raphson's Method) dو.فاlر—-jتوین طريقة‎ ٠ 
.(Binomial Series) jll متسلسلة ذاٽت‎ 

ه٠‏ طريقة التقريب الئلخطي .(Linear Approximation Method)‏ 
۵ التقربب باستخدام کثیر حدود تایلور (ئاھندص 0ہ را۴ ۲هارھ٣).‏ 


وفيما يلي عرضا موجزا للطرق الستة المشار إليها سابقا: 
1 الطريقة التقليدية 


4 
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لإيجاد قيمة تقريبية ذ ۷/٣‏ حیث × عدد حقیقی موجب» فإاننا نعمل 


ء٤‎ 22 


E E 
ر‎ ITT 


a+b 
xX 2 2 کتقریب اولي‎ 


2 2 
ومن ثم نقارن العدد × بكل من العددين ad b‏ , من حيث القرب» 
لضع في نهاية الأمر عدة تقريبات تعتمد على مدى قرب العدد × من 
2 2 2 
العدد (٠‏ أو من العدد 4 . 
مغال(2.1): قدر ناتج 19/. 
الحل: 


25 >< 19 <> 6 


VIO w2 
و‎ 19 × 5 
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لك الد 15 أقرت ال لهد 16 مه إلى اعدد 5 ذلك فان ۷19 
تنحصر بین 4.5, 4 بمعنی أن: 
44, 4.1,4.2,4.3 
كلها قيم تقريبية له. 
ولكن وباستخدام الآلة الحاسبة فإننا نجد أن: 

4.3589/19 = لأقرب أربع منازل عشرية وبالتالي يمكننا استخلاص 
الجدول (2.1) الذي يبين القيمة المطلقة للخطأ بين القيم التقريبية التي حصلا 
عليها في المثال (2.1) وبين القيمة الحقيقية التي توصانا إليها باستخدام الآلة 
الحاسبة. 

الجدول (2.1) 


0.2589 


0.1589 
0.0589 
0.0411 


مغال(2.2): قدر ناتج ۸/280 . 
الحل: 


289 < 280 < 6 


17 > N/ 280 > 16 
و‎ N 280 5 
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لكن العدد 280 أقرب إلى العدد 289 منه إلى العدد 256 . لذلك فإن 


0 تنحصر بین 17 , 16.5 بمعنی أُن: 
169 , 16.8 , 16.7 , 16.6 


كلها قيم تقريبية له. 


ولکن وباستخدام الآلة الحاسبة فإننا نجد أن: 

0 16.7332 = لأقرب أربع منازل عشريةء وبالتالي يمكننا استخلاص 
الجدول (2.2) الذي يبين القيمة المطلقة للخطاً بين القيم التقريبية التي حصلا 
عليها في المثال (2.2) وبين القيمة الحقيقية التي توصلنا إليها باستخدام الآلة 
الحاسبة. 


الجدول (2.2) 


مربع القيمة التقريبية | القيمة المطلقة للخطأً بين القيمة | القيمة التقريبية 
التقريبية والقيمة الحقيقية 


0.1332 275.56 


0.0332 278.9 
0.0668 282.4 
0.1668 285.61 


مغال(2.3): قدر ناتج ٧/620‏ . 
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الحل: 


625 < 620 < 6 


25 > N/ 620 > 24 
و‎ ہN/620‎ × 5 


لكن العدد 620 أقرب إلى العدد 625 منه إلى العدد 576 لذلك فإن 


~N 620‏ ينحصر بين 25 , 24.5 بمعنى أن: 
9 , 24.8 , 24.1 , 24.6 


كلها قيم تقريبية له. 
ولکن وباستخدام الآلة الحاسبة فإننا نجد أن: 

0 24.8998 = لأقرب أربع منازل عشريةء وبالتالي یمکننا استخلاص 
الجدول (2.3) الذي يبين القيمة المطلقة للخطاً بين القيم التقريبية التي حصلا 
عليها في المثال (2.3) وبين القيمة الحقيقية التي توصلا إليها باستخدام الآلة 
الحاسبة. 

الجدول (2.3) 


مربع القيمة التقريبية القيمة المطلقة للخطاً بين القيمة 
التقريبية والقيمة الحقيقية 


0.2998 605.16 


0.1998 610.09 
0.0998 615.04 
0.0002 620.01 
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ومن هناء فإننا نجد أن التقرييات الأربعة التي توصلا إليها من خلال 
استخدام الطريقة السابقة تكون بعيدة عن القيمة الحقيقية للجذر التربيعي لكل 
من الأعداد 620 , 280 , 19 في الأمغلة (2.3) ,(2.2). (2.1) على الترتيب» 
ذلك أن العمود الغالث من الجدول الذي يلي كل مغال من الأمغلة السابقة يبين 
بوضوح ذلك البعد من خلال الفروقات الواضحة بين مربع القيمة التقريبية التي 
توصلنا إليها وبين كل من الأعداد 620 , 280 , 19. 


لذا؛ سأقوم يإاهمال هذه الطريقة فيما بعد لما ينتج من خلال استخدامها من 
أخطاء تعد كبيرة نوعا ماء ونظرا للدشتيت والدشكيك وعدم الثقة بالإجابات 
المتحصّلة - وخاصة عند الطالب - وعدم ثباته (أعني الطالب) عند إجابة 


واحدة تكون دقيقة نوعا ما. 


(Beano's Theorem) gنljأب نظرية‎ 2.2 


نظرية بلزانو(2.1): 

إذا کان ر اقترانا متصلا في الفترة [ط,4]ء وکان (() ا » (۵) f‏ مختلفین 
في الإشارة (أي أن 0 > (0) / ×(4) أ )» فإنه يوجد على الأقل عدد 
مغل (۵,2) € ٤‏ بحیث أن )٤(‏ 0= . 


ويمكن الاستفادة من هذه النظرية في إيجاد قيمة تقريبية للجذر التربيعي للعدد 
€ وذلك من خلال اتباع الخطوات التالية: 
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٠ه‏ نكتب الاقتران المرافق للمعادلة (*) فى الخطوة السابقة؛ حيث: 
f00 =x -c‏ 


٠‏ نبحث عن فترة منل [,4] تتحقق فيها شروط نظرية بازانو بحيث 
یکون: 
J (a)x< f (D)<0‏ 


o‏ نجد التقريب الأول ( ١‏ )» حيث أن: 


a+b 
و‎ 
3 ع‎ e ۰ 5 0 2 ۱ ۱ بت‎ #« ® 
ثم نقوم بتكرار الخطوتين الأخيرتين للوصول إلى تقريبات أخرى أكثر دقة»‎ 
2 وھکذا‎ 


ف اتو قف أذ E‏ 
وسوف أتوقف أثناء استخدام نظرية بلزانو عند التقريب الغالث على الأكثر فقط 
عند إيجاد قيمة تقريبية للجذر التربيعي للعدد المطلوب. 
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مغال(2.4): باستخدام نظربة بلزانو (ط۲۳۴٥ط۲‏ ك'14۸0ع8» أوجد التقریب 


الفالث للعدد 19/. 
الحل: 
نضع J19 x=‏ 
Xx =9‏ 
)*( 90 ا 


الاقتران المرافق للمعادلة (*) في الخطوة السابقة؛ هو: 


9- ”× =(%) £ 
والآن نبحث عن فترة تتحقق فيها شروط نظرية بلزانو (بالتجريب) نجد أن: 
0> 3-=(4) / 
0> 5)=6(/ 


f (4)x f (5) <0‏ 
وحيث أن  )(‏ متصل على الفترة [4,5] لأنه كثير حدود من الدرجة 
الثانية. 


. ]4,5[ تمحقق شروط نظرية بلزانو على الفترة‎ .٠ 
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حه یوجد عدد مل (4,5) € ٤‏ بحيث أن f )٤(‏ 0 - لذا فإن التقريب 


الأول ( ) هو: 
_ 4+5 


17 4.5 
2 


j )4.5( = )4.5(” -19=1.25 <0 


وأن: 
j (4) x f (4.5)<0‏ 
لذا فالتقريب الثاني ( 2 ) هو: 
و 
2 
J )4.25( = )4.25( -19 = 0.9375 >0‏ 
وأن: 
j (4.25) x f (4.5) <0‏ 
فالتقريب الثالث ( ) هو: 
5ے 3ا ی 2 
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ولکن وباستخدام الآلة الحاسبة فإننا نجد أن: 

9 = 19/. لأقرب أربع منازل عشريةء لذا يمكننا ملاحظة إلى أنه 
باستخدام نظرية بلزانو يمكننا إيجاد قيمة قريبة جدا من القيمة الحقيقية للجذر 
التربيعي للعدد 19 ويظهر ذلك من خلال التقريب الغالث له. 


ويبين الجدول (2.4) التالي» القيمة المطلقة للخطأً بين التقريبات الثلاثة التي 


توصلا إليها في المغال (2.4) وبين القيمة الحقيقية التي توصلنا إليها باستخدام 
الآلة الحاسبة ل 19/~. 
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0.1089 18.0625 


0.0161 19.1406 


نلاحظ أن التقريبين الأول والغاني اللذين توصلا إليهما من خلال استخدام 
نظرية بلزانو بعيدان عن القيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 19 ذلك أن 
مربع قيمهما التقريبية تظهر فرقا واضحا بينها وبين العدد 19 لكن التقريب 
النالث يعد تقريبا جيدا جدا إذا ما قورن بالقيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 
19 . 


مغال(2.5): باستخدام نظرية بلزانو (إ٠إ0ع"1‏ ك'1z4«0ء8»‏ أوجد قيمة 
تقريبية للعدد ۷/280 . 
الحل: 


الاقتران المرافق للمعادلة (*) في الخطوة السابقة؛ هو: 
f (= ×” ~0‏ 


والآن نبحث عن فترة تتحقق فيها شروط نظرية بلزانو (بالتجريب) نجد أن: 


J )16(=-24 >0 
/ 17(=9 >0 
لذا:‎ 
J (16)x f (17)<o 


وحيث أن (×) ر معصل على الفعرة [16,17] لأنهكثير حدود من 


الدرجة الثانية. 
.. تتحقق شروط نظرية بلزانو على الفترة [16.17] . 
ته یوجد عدد مغل (16,17) € ٤‏ بحیث أن )٤(‏ 0 - 


لذا فإن التقريب الأول ( 7) هو: 


وی 17 گا„ 
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وبما أن: 


J )16.5( = )16.5(” - 280 = -7.75 >0 


وأن: 
Jf (16.5)x f (17) <0‏ 
لذا فالتقريب الثاني ( ) هو: 
1.5= ا ا 


وسأتوقف في هذا المغال عند التقريب الغاني ۳ فقط وذلك لأن القيمة 
التقريبية الناتجة منه قريبة جدا من القيمة التقريبية للعدد 280 /.. 


وإذا استخدمنا الآلة الحاسبة فى إيجاد 280 / فإننا نجد أن: 

١/280 = 2‏ . لأقرب أربع منازل عشريةء لذا يمكننا ملاحظة إلى أنه 
باستخدام نظرية بلزانو يمكننا إيجاد قيمة قريبة جدا من القيمة الحقيقية للجذر 
التربيعي للعدد 280 أيضاء ويظهر ذلك من خلال التقريب الثاني له. 
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ويبين الجدول (2.5). القيمة المطلقة للخطأً بين التقريبين الإثنين اللذان توصلا 
إليهما في المثال (2.5) وبين القيمة الحقيقية التي توصانا إليها باستخدام الآلة 
الحاسبة ل 280 /.. 

الجدول (2.5) 


الحقيقية 
280.565 0.0168 16.75 


نلاحظ أن التقريب الأول الذي توصلا إليه من خلال استخدام نظرية بلزانو 
بعيد عن القيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 280 ذلك أن مربع قيمته 


التقريبية تظهر فرقا واضحا بینه وبين العدد 280 لکن التقريب الغاني يعد تقریبا 
جيدا جدا إذا ما قورن بالقيمة الحقيقية للجذر التربيعى للعدد 280. 


مغال(2.6): باستخدام نظرية بلزانو (إ٠إ0عط1‏ ك'1z4«0ء8»‏ أوجد قيمة 
تقريبية للعدد 620 /. 
الحل: 
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الاقتران المرافق للمعادلة (*) في الخطوة السابقة؛ هو: 
j )%( =×” - 0‏ 


والآن نبحث عن فترة تتحقق فيها شروط نظرية بلزانو (بالتجريب) نجد أن: 
j )24( = -44 >0‏ 
0< 25(=5) / 
j (24) x f (25) <0‏ 


وحيث أن (×) / متصل على الفترة ]24,25 لأنه كثير حدود من الدرجة 
الثانية. 


. ]24,25[ تحقق شروط نظرية بلزانو على الفترة‎ .٠ 
- 0 f )٤( بحیث أن‎ ٤ € )24,25( ت یوجد عدد مل‎ 


لذا فإن التقريب الأول ( 7) هو: 


24+25 <45 


1 
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وبما أن: 
j )24.5( = )24.5(” - 620 = -19.75 >0‏ 


وأن: 
J (24.5) x f (25)<0‏ 
لذا فالتقریب الثاني ( 2) هو: 
NS‏ ا LF‏ 


وبما أن: 
j )24.75( = )24.75(” - 620 = - 7.43715 >0‏ 


وأن: 
J (24.75)x f (25) <0‏ 
فالتقريب الثالث ( 3) هو: 
5 = ا r‏ 


وإذا استخدمنا الآلة الحاسبة فى إيجاد 620 / فإننا نجد أن: 
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8 = 620 لأقرب أربع منازل عشريةء لذا يمكننا ملاحظة إلى 
أنه باستخدام نظرية بلزانو يمكننا إيجاد قيمة قريبة جدا من القيمة الحقيقية 
للجذر التربيعي للعدد 620 أيضاء ويظهر ذلك من خلال التقريب الثالث له. 
ويبين الجدول (2.6)» القيمة المطلقة للخطأً بين التقريبات الثلائة التي توصلا 
إليها في المغال (2.6) وبين القيمة الحقيقية التي توصلا إليها باستخدام الآلة 
الحاسبة أ 620 ۷~ . 


الجدول (2.6) 


القيمة المطلقة للخطأً بين 
القيمة التقريبية والقيمة 


الحقيقية 


24.5 0.1498 6.5 
24.85 0.0248 618.766 


نلاحظ أن التقريبين الأول والناني اللذين توصلا إليهما من خلال استخدام 
نظرية بلزانو بعيدان عن القيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 620 ذلك أن 
مربع قيمهما التقريبية تظهر فرقا واضحا بينهما وبين العدد 620 لكن التقريب 
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الثالث يعد تقريبا جيدا جدا إذا ما قورن بالقيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 
620. 

وبالرغم من توصانا إلى قيم قريبة جدا من القيم الحقيقية للجذور التربيعية 
لكل من الأعداد 620 , 280 , 19 في الأمثلة (2.6)» (2.5) » (2.4) السابقة 
على الترتيب» فإن استخدام هذه الطريقة يتطلب وقتا وجهدا كبيرين نوعا ماء 
ذلك آنها تستدعي التجريب للوصول إلى الفترة التي تتحقق فيها شروط نظرية 
بلزانوء هذا بالإضافة إلى الوقت والجهد اللذان يتطلبانه تعويض كل من 
التقريبين الأول والثاني في الاقتران المفروض» واختيار الفترة التي تنحقق فيها 
شروط نظرية بلزانو في كل مرة منها بعد عملية التعويض. 
كما ونلاحظ أن هذه النظرية غير مناسبة لأن تعطى للطلاب الذين هم في 
المرحلة الأساسية؛ لما تتطلبه من معرفتهم بمفاهيم قد تكون مستحيلة الفهم 
وصعبة جدا عليهم , كمعرفتهم بمفهومي الاقدران والاتصال واتقانهم للشروط 
الواجب توافرها لتطبيق هذه النظرية إلى غيرها من الأمور الأخرى. 


3 طريقة نيوتن-رافسون 


(Newton-Raphson's Method) 
تعتبر هذه الطريقة من أشهر الطرق المستخدمة لإيجاد جذر المعادلة‎ 


J )x( =0‏ والقريب من قيمة معينة» وهذه الطريقة هي حالة خاصة من 
طريقة الئنقطة اilبتة (Fixed-Point Method)‏ . 
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ویمکن الاستفادة من هذه الطريقة في إيجاد قيم تقريبية للجذور التربيعية» وذلك 
من خلال استخدام الصيغة العالية: 
7 
n+1 n 1‏ 
f (x)‏ 


وذلك باعتبار 0^ هى قيمة تقريبية مبدأية (أولية) لجذر المعادلة 
0= (×) کر » وباعتبار: 
E O‏ 


هي كلها قيم تقريبية لجذر المعادلة 0= (×) ر . 


ويمكن التطبيق عل طريقة نيوتنj-—رlافuوù (Newton-Raphson's Method)‏ 
في ایجاد قيم تقريبية للجذر التربيعي للعدد .٤‏ وذلك من خلال اتباع 


الخطوات التالية: 
٠‏ نضع E‏ 
2 
و ار الطرن XxX =c‏ 
e" A COS Oe (*(‏ 


٠‏ نكتب الاقتران المرافق للمعادلة (*) في الخطوة السابقة؛ حيث: 
f (=x =c‏ 
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نجد مشتقة الاقتران (×) أ حيث: 


FON = 2x 


وباستخدام صيغة نيوتن-رافسون العالية: 


_ 


Xan1 n 1 
f (x, 


حیث یمکن الوصول إلى التقريب الغاني X1‏ للجذر التربيعي للعدد ٤‏ بعد 
أن نأخذ 0“ كقيمة تقريبية أولية. 
ونستمر هكذا بالتطبيق على هذه الصيغة حتى نصل إلى أقرب قيمة للجذر 
التربيعى للعدد € من القيمة الحقيقية له. 
وسوف أتوقف أثناء استخدام طريقة نيوتن-رافسون عند التقريب الثالث على 


الأكثر فقط ر ر ) عند إيجاد قيمة تة يبية للجذر التربيعي للعدد المطلوب. 
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مغال(2.7): باسستخدام طريقة نیوتن-رافسون ) 


./19 أوجد قيمة تقريبية للعدد‎ » Method 


الحل: 


Newton-Raphson's 


الاقتران المرافق للمعادلة (*) في الخطوة السابقة؛ هو: 


f) =× —-19 


OSD‏ ج 


وباستخدام صيغة نيوتن-رافسون العالية: 


f (x,) 


Xn+1 Xr f(x ) 
n 


وباختيار القيمة التقريبية المبدئية 4= » نجد أن التقريب الثاني × 
هو: 
2 
19 
2 


5ے کا و ب و 


X F Xo 7 


والتقريب الثالث <“ هو: 
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2% 

9- ”(4.375( 
)24.3715 
9 ۶ × ج 


4.5 ك رX‏ 


وباستخدام الآلة الحاسبة نجد أن: 

9 = 19 لأقرب أربع منازل عشرية لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام طريقة نيوتن-رافسون يمكنا إيجاد قيمة قريبة جدا من القيمة 
الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 19 ويظهر ذلك من خلال التقريب الثالث له 


2 


ويبين الجدول (2.7) القيمة المطلقة بين التقريبات الثلائة التي توصلا إليها في 
المثال (2.7) وبين القيمة الحقيقية التي توصلا إليها باستخدام الآلة الحاسبة. 
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لقيمة التقريية والقيمة الحقيفية 


التقريب الأول 
0.3589 
ا الثاني 
19.1406 0.0161 4.5 
X1‏ 
التقريب الغالث 
19 0.0000 4.3589 
X2‏ 


نلاحظ أن التقريب الأول (المفترض م ) بعيد عن القيمة الحقيقية للجذر 
التربيعي للعدد 19 ذلك أن مربع قيمته التقرببية تظهر فرقا واضحا بينه وبين 
العدد 19. أما التقريبين الثاني ( X1‏ ) والثالث ( 2 ) اللذين توصانا إليهما من 


خلال استخدام طريقة نيوتن-رافسون فإنهما يعدان تقريبين ممتازين ودقيقين 
جدا إذا ما قورنا بالقيمة الحقيقية للجذر التربيعى للعدد 19. 
مغال(2.8(: باستخدام طريقة نıوتj-رافmوm‏ ) Newton-Raphson's‏ 


./ 280 أوجد قيمة تقريبية للعدد‎ Method 


45 


الاقتران المرافق للمعادلة (*) في الخطوة السابقة؛ هو: 
f (x)= × -0‏ 
رک (٭) £ کے 
وباستخدام صيغة نيوتن-رافسون العالية: 


س ر م 
n+1 n f (x,)‏ 


وباختيار القيمة التقريبية المبدئية 17 = م » نجد أن التقريب الثاني ,× 
هو: 
2 >2 
19 )17( ت 280 و E‏ 
)2)17 2 
A 3‏ ت 
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)16.7353(” - 0 
2)16.7353( 


Xx, 16.7353 - 


A 2‏ ,× ج 


وباستخدام الآلة الحاسبة نجد أن: 

2= ۸/280 لأقرب أربع منازل عشريةء لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام طريقة نيوتن-رافسون يمكنا إيجاد قيمة قريبة جدا من القيمة 
الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 280 ويظهر ذلك من خلال التقريب الغالث له 


2 


ويبين الجدول (2.8) القيمة المطلقة بين التقريبات الثلانة التي توصلا إليها في 
المثال (2.8) وبين القيمة الحقيقية التي توصلنا إليها باستخدام الآلة الحاسبة. 
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مربع القيمة القيمة المطلقة للخطاً بين القيمة 
التقريبية التقريبية والقيمة الحقيقية 
289 


280.073 
16.7332 0.0000 


نلاحظ أن التقريب الأول X0‏ (المفترض) بعيد عن القيمة الحقيقية للجذر 
التربيعي للعدد 280 ذلك أن مربع قیمته التقريبية تظهر فرقا واضحا بينه وبين 


العدد 280 لکن التقريبين الناني والتالث (< › ) یعدان تقریبین 
ممتازين إذا ما قورنا بالقيمة الحقيقية للجذر التربيعى للعدد 280. 


مغال(2.9(: باستخدام طريقة نيıوتj-رlفmوd‏ ) Newton-Raphson's‏ 


. ۷/620 أوجد قيمة تقريبية للعدد‎ » Meth 
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الاقتران المرافق للمعادلة (*) في الخطوة السابقة؛ هو: 
0 - ”× =( £ 
f) =2‏ ج 


وباستخدام صيغة نيوتن-رافسون العالية: 
ا 1 
n+1 n 1‏ 


وباختيار القيمة التقريبية المبدئية 25 = م » نجد أن التقريب الفاني × 
هو 
Xx ¬ 60 -25- )25(” - 0‏ 
(2)25 2 


AA 
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والتقريب الثالث < هو: 


X7 - 620 
Xx FS X, — 
2 
07 0 
١ 2)24.9( 


8 کہ ر جد 


وباستخدام الآلة الحاسبة نجد أن: 

8 = ۸/620 » لأقرب أربع منازل عشريةء لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام طريقة نيوتن-رافسون يمكنا إيجاد قيمة قريبة جدا من القيمة 
الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 620. ويظهر ذلك من خلال التقريب الغالث له 


2 


ويبين الجدول (2.9) القيمة المطلقة بين التقريبات الغلاثة التي توصلا إليها في 
المثال (2.9) وبين القيمة الحقيقية التي توصلنا إليها باستخدام الآلة الحاسبة. 
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مربع القيمة القيمة المطلقة للخطاً بين القيمة القيمة درجة التقريب 
التقريبية التقريبية والقيمة الحقيقية التقريبية 


24.8998 0.0000 620 


نلاحظ أن التقريب الأول 0“ (المفترض) بعيد عن القيمة الحقيقية للجذر 
التربيعي للعدد 620 ذلك أن مربع قيمته التقريبية تظهر فرقا واضحا بينه وبين 
العدد 620 لكن التقريبين الثاني والثالث ( د » 1 ) يعدان تقريبين ممتازين 
إذا ما قورنا بالقيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 620. 

مما سبق نجد أنه وباستخدام طريقة نيوتن-رافسون فإننا نتوصل إلى قيم 
قريبة جدا من القيم الحقيقية للجذور التربيعيةء ولكن ومن وجهة نظري فإن أمر 
اختيار التقريب الأولي 0 قد يسبب بعض الإرباك في بداية استخدام هذه 
الطريقة من قبل المتعلم» هذا بالإضافة إلى الوقت والجهد اللذان يتطلبانه 
تعويض كل من التقريبين الأول والغاني في صيغة نيوتن-رافسون في كل مرة 
منها. 
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طريقة الحصر لتقريب الجذور التربيعية والتكعبية 


كما أن أمر معرفة الطلاب الذين هم في المرحلة الأساسية بمفهومي الاقتران 
والاشتقاق وحتى في عملية التعويض لأكثر من مرةء قد يشكل عائقا ضد 
استخدام هذه الطريقة فی مرحلتهم الأساسية تلك. 


(The Binomial Series) jıڏحئll متسلسلة ذات‎ 2.4 


واحدة من أشهر المتسلسلات ذات الحدين تستخدم للعديد من الأغراض 
الرباضية» ولكننا في هذا الجزء سوف نستخدمها فقط في تقريب الجذور 
التربيعية» حيث أننا سنبداً بأخذ الحدين × +1 وباعتبار أن ٩‏ عدد حقيقي 
بحيث أن 0 ۶ . وأن شكل الاقتران هو: 
J (x)= (1+ x)“‏ 
فإذا كانت 0 < © فإننا سوف نستخدم الصيغة (1) أدناه لتقريب الجذر 
التربيعي. 
xX +.......(‏ ا XX E‏ ا 


!3 
وإذا كانت 0 > 4 فإننا نستخدم الصيغة (2) أدناه لتقريب الجذر 


(1+ x)“ =1+ ax+ 


التربيعي. 


E EE r 


(1-x)" =1-ax+ 3 1 
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ويمكن التطبيق على متسلسلة ذات الحدين (كعiام؟‏ اهنصم,ا8 وذلك 
لإيجاد قيمة تقريبية للجذر التربيعي للعدد ٤‏ وذلك من خلال اتباع الخطوات 


العالية: 


نجد المربع الكامل الأقرب (؟) إلى العدد المطلوب إيجاد قيمة 


تقريبية لجذره التربيعي وهو العدد €٥‏ 


نكتب العدد المطلوب إيجاد قيمة تقريبية لجذره التربيعي ( ٤‏ ) بدلالة 
المربع الكامل مضافا إليه أو منقوصا منه عدد معين مثل h‏ بحیث لا 


يغير من قيمة العدد € كما يلي: 


1 
e = (s +2‏ 
نقوم بإخراج المربع الكامل كعامل مشترك لنحصل على: 
B2‏ 
e = s21 +2‏ 
S8‏ 
نقوم بالتطبيق على إحدى المتسلسلتين (1(,)2) وذلك حسب إشارة 
منتصف الحدين لنحصل على قيمة قريبة جدا من الجذر التربيعي للعدد 
4C‏ 


ومن الجدير بالذکر هناء بأننا سوف نستخدم أول ثلاثة حدود فقط من 
المتسلسلتين (1(,)2) آنفتا الذكر» وذلك لأن استخدام تلك الحدود فقط 
تكفى لأن تعطى قيمة قريبة جدا من القيمة الحقيقية للجذر التربيعى للعدد ° 
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مغال (2.10): قدر قيمة 19/ باستخدام أول ثلائة حدود من متسلسلة ذات 
الحدين. 
الحل: 


د | 


19 = )16 + 4( 
e a 
19 = (161+ (( E 


11 
وبتطبيق المقدار E‏ على الصيغة (1) من متسلسلة ذات الحدين»› 
فإن: 
1 1 


J19 ~41 +Û زف ا‎ 
2! 4 


/19 ~ E) 


143 143 
19 ہ‎ 4-0 ( = O 


> 19 x 4.488 


وباستخدام الآلة الحاسبة نجد أن: 
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9 = 19 لأقرب أربع منازل عشرية. لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام متسلسلة ذات الحدين يمكننا إيجاد قيمة قريبة جدا من القيمة 
الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 19. حيث أن القيمة المطلقة للخطاً بين القيمة 
التقريبية والقيمة الحقيقية هي 0.1099 وأن مربع القيمة التقرببية هو 19.9702. 
مغال (2.11): قدر قيمة 20 باستخدام أول ثلاثة حدود من متسلسلة 
ذات الحدين. 
الحل: 

رو - 289) = 280 


20 - 28901 - کے‎ 1 i 


وبعطبيق المقدار و على الصيغة (2) من متسلسلة ذات الحدين› 
فان: 
24-D‏ 
) ری 22 2 2 +( 171-5 ~ J280‏ 
SOE E)‏ 


ا 8 ق 
81 | 
z17‏ 280 
)668168 
657683 .657683 


E E 
668168 39304 


55 


2ہ 280/ ج 
وباستخدام الآلة الحاسبة نجد أن: 

2 -= 280 أ لأقرب أربع منازل عشريةء لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام متسلسلة ذات الحدين يمكننا إيجاد قيمة قريبة جدا من القيمة 
الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 280 حيث أن القيمة المطلقة للخطاً بين القيمة 
التقريبية والقيمة الحقيقية هي 0.0000 وأن مربع القيمة التقرببية هو 280. 


مغال (2.12: قدر قيمة 620 /~ باستخدام أول ثلاثة حدود من متسلسلة 
ذات الحدين. 
الحل: 

~/ 620 = )625 - 57 


1 1 

5 1 2 

~N 620 = E 2 - 251 - 2 
(625( 625 ( 


ا 1 
وبتطبيق المقدار E‏ على الصيغة (2) من متسلسلة ذات الحدين»› 
فإن: 
1 1 
a‏ 3 
ت e‏ 25 ~ 620 
SFE‏ !2 5د( 2 ( 
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~/ 620 ۰ ا‎ J) )) 


8 155 
1 
N 620 z25 
ا‎ 1250002 
8 e 124499 


125000 SOOO 


x 24.8998‏ 620 
وباستخدام الآلة الحاسبة نجد أن: 

8 = ۸/620 لأقرب أربع منازل عشريةء لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام متسلسلة ذات الحدين يمكننا إيجاد قيمة قريبة جدا من القيمة 
الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 620 حيث أن القيمة المطلقة للخطأً بين القيمة 
التقريبية والقيمة الحقيقية هي 0.0000 وأن مربع القيمة التقرببية هو 620. 


مما سبق» نجد أنه وباستخدام متسلسلة ذات الحدين فإنه يمكننا التوصل 
إلى قيمة قريبة جدا جدا من القيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد .٤٥‏ ولكن 
أمر معرفة الطلاب بمفهومي الاقترانات والمتسلسلات» وأمر التطبيق عليهما 
لهما أمران يفوقان مستوياتهم التعليميةء هذا بالإضافة إلى الوقت والجهد الذي 
تتطابه عملية التعويض في المتسلسلة نفسها. 


ومن هناء فإن استخدام هذه الطريقة لا يتناسب مع مستويات الطلاب الذين هم 
في المرحلة الأساسية ومع قدراتهم ومعارفهم البسيطة. 
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طريقة الحصر لتقريب الجذور التربيعية والتكعبية 


5 طريفة التقريب الخطي 


(Linear Approximation Method) 
أنظر الشكل (2.1)» والذي يبين منحنى الاقتران أ القابل للاشتقاق على فترة‎ 
. )×, f )(( معينة» حيث أن المماس ۲ يمس الاقتران / في النقطة‎ 
×+ ۸ حيث يوضح هذا الشكل مقدار التغير في الاقتران أ من × إلى‎ 
.۸ ۶ 0 وتمنل ۸ هنا قيمة قليلة حيث‎ 


الشكل (2.1) 


J(x+h)— f (%) 
J (0):h 
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لذا؛ یمکن تقریب المقدار (×) f‏ - (۸ + ×) ر کحاصل ضرب 
 )۳۸‏ » وبالتالي فان: 
J(x+mM- f(x = f (x)۰h‏ 


ومن هنا فان الفرق بین المقدارين: 
[f(x+h)- f (0]= £" O0-h‏ 
هو مقدار صغير يقارن بقيمة ۸ الصغيرة. 


وبالتالي فان نسبة: 
[f (x+ m= f (x)]= £" )-h‏ 
h‏ 
تؤول إلى 0 عندما ۸ تؤول إلى 0. 


li OE EEE 


“م - © ع 2 و 
ویمکن توضیح المقدارین (×) ۴ -(۸+ ')×X(" f)‏ من خلال 
التعريف التالي: 


تعریف (2.1): 
إذا كانت 0 ± ۸ فإن الفرق (×) ۴ - (۸ + ×) ر يدعى ب" مقدار الزيادة 
في الاقتران | من × إلى ۸ +× '» ورمز له بالرمز ٩۴‏ : 

Af = f(x+h)— f(x) 
بزبادة‎ X يدعى ب"تفاضل الاقتران أ عند‎ /')>X( وحاصل الضرب‎ 
: f ویرمز له بالرمز‎ "١ مقدارها‎ 


df = f'(x).h 


مما سبق» يتبين لدينا بأن المقدارين ا ۸ متساويان تقريبا: 


Nf = df 


وبما أن: 
Af = f(x+h)— f (x)‏ 
f(x+h = f) +A‏ > 


+> f(x+h) = f(x)+df 
“. f(x +h) = f (+ f OO -B.......... % 


لئان ۰۸(×)'/ = df‏ کماتبین لنا سابقا. 
ويطلق على النتيجة (*) على أنها "التقريب الخطي للاقتران f‏ " 
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ويمكن التطبيق على طريقة التقريب الخحطي ) Linear Approximation‏ 
)Met4‏ في إيجاد قيمة تقريبية للجذر التربيعي للعدد ٤٠‏ وذلك من خلال 


اتباع الخطوات التالية: 


لإیجاد N‏ 
فرص أن لہ = ۶090 


٠ه‏ نجد مشتقة الاقتران (×) | حيث: 
کم 
2x‏ 
ه نجد قيمة × حيث × المربع الكامل الأقرب إلى العدد .C‏ 


٠‏ نجد قيمة المقدار ۸ +× حيث: 
h=c—x‏ 


٠‏ و 
f(x+h) = f (+ f -B..........‏ .“ 


لنحصل في نهاية الأمر على تقريب جيد للجذر التربيعي للعدد »٤٥‏ هذا إذا 
كانت قيمة ۸ صغيرة وكانت 0 ± ۸ أيضا. 
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مغال (2.13: قدر قيمة 19/. 


الحل: 
نفرض أن f(0 =x‏ 
1 

ا 
2x‏ 

المربع الكامل الأقرب إلى العدد 19 هو العدد 16. 
x+h=16+3‏ 

حیث أن: 3= ۸ 


والآن نطبق على العلاقة (*) حيث: 
f (+h) = f (0+ f 0-B.......... %‏ 


/ (16+3) = f£(16)+ f£'(16)G8) 


f (19) x / 16 + 8 
3 
f n 4+ 8) = ااا ي‎ 4.5 
أي اُن:‎ 
19 ~r 5 
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وباستخدام الآلة الحاسبة نجد أن: 

9 = 19 لأقرب أربع منازل عشرية, لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام طريقة التقريب الخطي يمكننا إيجاد قيمة قريبة جدا من القيمة 
الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 19 حيث أن القيمة المطلقة للخطأً بين القيمة 
التقريبية التي توصلا إليها من خلال استخدام هذه الطريقة ل 19 والقيمة 
الحقيقية له تساوي 0.0161 وأن مربع القيمة التقريبية هو 19.1406. 


مغال (2.14: قدر قيمة 280 /. 
الحل: 
نفرض أن f(0 =x‏ 


E 
ET 


المربع الكامل الأقرب إلى العدد 280 هو العدد 289. 


x+h= 289 +09‏ 
حیث أن: 9- = ۸ 


والآن نطبق على العلاقة (*) حيث: 
f(x+M = f(x)+ f'(%)-h..........‏ 
J )289+-9( = f )289( + £')289()-9(‏ 
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9 72 


£ (280) x17 - e 


=17-0.2647 =¬ 3 


أي أن: 


/ 280 xz 16.733 


وباستخدام الآلة الحاسبة نجد أن: 

280-2 لأقرب أربع منازل عشرية لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام طربقة التقريب الخطي يمكننا إيجاد قيمة قريبة جدا من القيمة 
الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 280 حيث أن القيمة المطلقة للخطأً بين القيمة 
التقريبية التي توصانا إليها من خلال استخدام هذه الطريقة ل 280 والقيمة 
الحقيقية له تساوي 0.0021 وأن مربع القيمة التقريبية هو 280.0703. 


مغال (2.15: قدر قيمة 620 /. 
الحل: 
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f) = Nx نفرض أن‎ 


المربع الكامل الأقرب إلى العدد 620 هو العدد 625. 
x+h=625+—5‏ 


حیث أن: h=-5‏ 
والآن نطبق على العلاقة (*) حيث: 
fG(+h) = f (0+ f O0-h.......... %‏ 


/ )625+-5( = £ )625( + £ )625()5( 


1 


و 
9 35 .2 


f (620) x 625 + 


ا 
50 (2()25) 


£ (620) x 25- 


= 25-0.1= 9 


أي أن: 
N 620 x 24.9‏ 
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وباستخدام الآلة الحاسبة نجد أن: 

8 = 620/ لأقرب أربع منازل عشريةء لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام طربقة التقريب الخطي يمكننا إيجاد قيمة قريبة جدا من القيمة 
الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 620 حيث أن القيمة المطلقة للخطأ بين القيمة 
التقريبية التي توصالنا إليها من خلال استخدام هذه الطريقة ل 620 / والقيمة 
الحقيقية له تساوي 0.0002 وأن مربع القيمة التقريبية هو 620.01. 


مع ملاحظة أنه كلما زادت قيمة ۸ قلت الدقة في إيجاد القيمة التقريبية 
للجذر التربيعي للعدد المطلوب» وكلما كانت ۸ صغيرة فإن الدقة في القيمة 
التقريبية للجذر التربيعي للعدد المطلوب تكون أفضل عند استخدام طريقة 
التقريب الخطي Approximation Method)‏ inearا)».‏ ولبيان ذلك بشکل 
أفضل سوف نستعرض المثال التالي. 


مغال (2.16: قدر قيمة 101/. 


الحل: 
نفرض أن FOOSE‏ 


Ge 
TT 
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المربع الكامل الأقرب إلى العدد 101 هو العدد 100. 
x+h=100+1‏ 


حیث أن: 1= ۸ 


والآن نطبق على العلاقة (*) حيث: 
f (+h) = f (0+ f0 -h.......... 4%‏ 


J (100+1) = £ (100) + £ (10000) 


1 
101) x 100 1 
J 101) 0 
f(10D »10+1__a)=10+ 
(2)0) 20 


=10+0.05 = 5 


أي أن: 


/101 10.05 


وباستخدام الآلة الحاسبة نجد أن: 
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9 == 101/ لأقرب أربع منازل عشرية لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام طربقة التقريب الخطي يمكننا إيجاد قيمة قريبة جدا من القيمة 
الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 101 ( ذلك أن قيمة ۸ صغيرة )» حيث أن 
القيمة المطلقة للخطأً بين القيمة التقريبية التي توصانا إليها من خلال استخدام 
هذه الطريقة ل 101/ والقيمة الحقيقية له تساوي 0.0001 وأن مربع القيمة 
التقريبية هو 101.0025. 


مما سبق» نجد أنه وباستخدام طريقة التقريب الخطي فإنه يمكننا التوصل 
إلى قيمة قريبة جدا من القيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد ٥‏ ولكن أمر 
معرفة الطلاب الذين هم في المرحلة الأساسية بمفاهيم مثل مفهوم الاقتران 
والاشتقاق وقابلية الاقتران للاشتقاق يشكل عائقا معقولا ضد استخدام هذه 
الطريقة. كما أن أمر التطبيق على هذه الطريقة يتطلب أن تكون ۸ قيمة صغيرة 
(بحيث لا تساوي الصفر)» حتى يؤدي التطبيق على هذه الطريقة إلى التوصل 
إلى قيمة تقريبية تكون قريبة جدا من القيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 
المطلوب. 


(Taylor Polynomials) ڙوذılî کٿير حدو‎ 6 


في هذا الجزء سوف نقوم بتعميم متسلسلة تایلور (ئع¡e؟‏ 0او ) ذات 
القوة × على مدسلسلة تايلور ذات القوة 0 - × حيث 4 عدد حقيقي» 
وسنبداً أولا بذکر نظریة تایلور (ص٤ e0٣‏ ط۲ ۶٣0ا‏ رھ٣).‏ 
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نظرية تايلور (2.2): 
افرض أن الاقتران f‏ قابل للاشتقاق ل 1+1 من المرات على الفترة 
المفتوحة ] حيث ]ع 4 فإن لكل [6 ×: 


OS a+ 
ك‎ 


یک 


=x ¬ -)x-a" +R, (x) 


1 3 
ت‎ £ Or=D" dt 


وأن كير الحدود التالي: 


2 د‎ a) 


E,(x) = f(a) + f'(a)(x =a) + 


(n) 
e 
nl 


يدعى ب"كثير حدود تايلور ذي القوة ۸ للاقتران f‏ ل 4»-×' ٠‏ والذي 
يمكن الاستفادة منه في إيجاد قيم تقريبية للجذور التربيعية بحيث تكون تلك 


القيم قريبة جدا من القيم الحقيقية لتلك الجذور. 
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ویمکن التطبیق على کثیر حدود تایلور (ئاونص0صراه۲۴ ۲هاره۲) في إیجاد 
قيمة تقريبية للجذر التربيعي للعدد ٤‏ وذلك من خلال اتباع الخطوات التالية: 
(علما بأُننا سوف نأخذ أول ثلاثة حدود فقط من کثیر حدود تایلور عند التطبيق 


“ 


عليه). 


ê فلإیجاد‎ 


نفرض أن ٤‏ = × 

نبحث عن أقرب مربع كامل من العدد C‏ ولیکن .d‏ 

نجد قيمة 4 =× . 

نفرض أن × ہ = () ک » ثم نجد المشتقة الأولى للاقتران ار 


حبس : 


“ 


1 
س- = f )x(‏ 
2N xX‏ 
نجد المشتقة الثانية للاقتران أ حيث: 


1 -1 
OD ا‎ 
۴" )x( = I NX ا‎ 
ہ2(‎ x 4x ّ 
-1 


q4Nx 


f )×( =‏ ج 


70 


٠ه‏ نطبق على أول ثلاثة حدود من کثیر حدود تایلور ( اoارھآ‏ 
ئاهنم0مراه۴) لنتوصل في نهاية الأمر إلى قيمة قريبة جدا من القيمة 
الحقيقية للجذر التربيعى للعدد .٤‏ 


مغال (2.17: استخدم كثير حدود تايلور في إيجاد قيمة تقريبية للعدد 19/.. 
الحل: 

نفرض أن: 19= × 

المربع الكامل الأقرب إلى العدد 19 هو 16. 


لذا 
X-a=19-16=3‏ 
الآن نفرض أن: 
f )%) = NX‏ 
= ۶'0 
2x‏ 
E ES‏ 
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نطبق الآن على کثیر حدود تایلور» حيث 
+ ر EEO ES‏ 
) ا 


E 


=x (x - "۾‎ 


ت ا 


(3) 


2 


E E a 
2)4) 864) 512 


E,19) = f (16) + f'(16)(8) + 


P,(19) o 16 + 


أي أن: 

4 ~ 19 
وباستخدام الآلة الحاسبة نجد أن: 
9 = 19 لأقرب أربع منازل عشربةء لذا يمكننا ملاحظة أنه 


وباستخدام التقريب باستخدام کثیر حدود تایلور یمکندا إيجاد قيمة قريبة جدا 
من القيمة الحقيقية للجذر التربيعى للعدد 19 حيث أن القيمة المطلقة للخطاً 
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بين القيمة التقريبية التي توصالنا إليها من خلال استخدام هذه الطريقة د ۷/19 
والقيمة الحقيقية له تساوي 0.0015 وأن مربع القيمة التقريبية هو 18.9869. 


مغال (2.18): استخدم كتير حدود تايلور في إيجاد قيمة تقريبية للعدد 


. 0 


الحل: 
نفرض أن: 280 = × 


المربع الكامل الأقرب إلى العدد 280 هو 289. 


لذا 
x-a = 280-289 =9‏ 
الآن نفرض أن: 
E‏ 
ج a=‏ 
E‏ 
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نطبق الآن على کثیر حدود تایلور» حيث 
a‏ + ر EEF OE OES‏ 


(n) 
, 2 ر ب‎ 


P (280) = f (289) + £'(289)(-9) + ا‎ ) 


P )280( x /289 + an) 9( + 
3 6 1) 
2 


9 ___ 81 7_0 2647-1 


2)17) 8(4913( 


16.7332 = 
أي أن: 


N 280 xz 16.71332 
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وباستخدام الآلة الحاسبة نجد أن: 

280-2 لأقرب أربع منازل عشرية لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام التقريب باستخدام كثير حدود تايلور يمكننا إيجاد قيمة قريبة جدا 
من القيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 280 حيث أن القيمة المطلقة للخطاً 
بين القيمة التقريبية التي توصلا إليها من خلال استخدام هذه الطريقة ل 
280 والقيمة الحقيقية له تساوي 0.0000ء وأن مربع القيمة التقريبية هو 


0. 
مثال (2.19): استخدم كثير حدود تايلور في إيجاد قيمة تقريبية للعدد 
0 / . 
الحل: 
نفرض أن: 620 = × 
المربع الكامل الأقرب إلى العدد 620 هو 625. 
لذا: 
eS OPA OS SS‏ 
الآن نفرض أن: 
f (x) = x‏ 
1 
کر ل 
2x‏ 
[ چ 2 
f )x(=‏ ج 
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نطبق الآن على کثیر حدود تایلور» حيث 
+ ر EEO ES‏ 
) ا 


E 


=x (x - "۾‎ 


/ (620) 
2ِ! 


F,(620) = f (625)+ f'(625)(-5) + 5) 


P,(620) r N 625 )-5( + uwe 
2 


0 ر 2 ہے دوو 


2)25) 8(15625( 


= 24.8998 


أي أن: 


620 x 24.8998 
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وباستخدام الآلة الحاسبة نجد أن: 

8 = 620/ لأقرب أربع منازل عشريةء لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام التقريب باستخدام كثير حدود تايلور يمكننا إيجاد قيمة قريبة جدا 
من القيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 620. حيث أن القيمة المطلقة للخحطاً 
بين القيمة التقريبية التي توصلا إليها من خلال استخدام هذه الطريقة ل 
620 والقيمة الحقيقية له تساوي 0.0000ء وأن مربع القيمة التقريبية هو 
620. 


مما سبق» نجد أنه وباستخدام طريقة التقريب من خلال كثير حدود تايلور 
فإننا نتوصل إلى قيمة دقيقة وصحيحة للجذر التربيعي للعدد ٤‏ من قيمته 
الحقيقية. ولكنني أرى أن أمر معرفة الطلاب الذين هم في المرحلة الأساسية 
بمفهوم الاقنران ومفهوم المتسلسلات والاشتقاق وقابلية الاقنران للاشتقاق 
وحتى بمفهوم كثير الحدود يفوق مستوياتهم ومقدرتهم ومعارفهم المتواضعة لأن 
يطبقوا على هذه الطريقة. 


ومن هنا فإن استخدام طريقة التقريب من خلال کثیر حدود تایلور ) Taylor‏ 
(Polynomials‏ في إيجاد قيمة تقريبية للجذر التربيعي أمر ۹ يتناسب مع 
الطلاب في المراحل الأساسية عموما رغم النتائج الدقيقة التي توصلا إليها 


باستخدام هذه الطريقة. 
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طر يقة الحصر 
(Restriction Method)‏ 


قريب الجذور التربيعية 
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1 طريقة الحصر لتقريب الجذور التربيعية ) (Restriction‏ 
Method‏ 


تعتمد هذه الطريقة في اشتقاقها وفي تقريب الجذور التربيعية من خلالها 
على أسلوب حصر العدد المطلوب إيجاد جذره التربيعي بين مربعين كاملين 
متتاليين» وعلى اعتبار أن الوسط الحسابي لناتجي الجذرين التربيعيين للمربعين 
الكاملين المتاليين هو تقريب أولي للجذر التربيعي للعدد المطلوب. 
آي أنه إذاکان ۵ »0 مربعین کاملین متعالین» وکائت × تقع ينهما 
فإن: 


E 


2 


وسوف نستخدم في اشتقاق طريقة الحصر Restriction Method)‏ أحد 
قوانين التناسب المعروفة» وهو أنه 
U A‏ 
إذاکان. ۲ BC‏ وکان: ۲= D‏ 
فإن: 
AEE,‏ 
BID‏ 


فلو أخذنا مغلا أنه 
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7 3+4 
ولاشتقاق طريقة الحصر (0dط†Me Restriction‏ نبدأً أولا بأخذ الفرق بين 


حيث أننا نعلم أن: 
a—b =1‏ 
حیث a,b‏ هما ناتحا الجذرين للمربعين الكاملين المتتاليين. 
ا (ab)‏ 
a” -2ab +b” =1‏ 


a” +b” = 2b +1‏ ج 
ياضافة 240 للطرفين» فإن: 
a +2ab +b” = 4ab +1‏ 
(a+b) = 4ab +1‏ > 
4ab +1‏ 
a+b‏ 


a+b = 
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بضرب الطرفين بالعدد 2“ تصبح: 
a+b 4ab+1‏ 
2(a +b)‏ 2 


وكما افترضنا فى البداية أن: 


فإن: 


كذلك وبالعودة إلى الفرض الأولي: 


ا 


2 


وبتربيع الطرفين» فإن: 
a+ b)ً‏ 
) ا 
4 


وبضرب الطرفين بالعدد 2. فإن: 
+b)‏ )ر 
2 


2x 
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~ جح 
a+b 2‏ 
a+b | 2x‏ 
a+b‏ 2 


وكما افترضنا فى البداية أن: 


e 


فإن: 


وبتطبيق العلاقة (1) والعلاقة (2) على قانون التناسب المذكور آنفاء فإن: 


4ab+1+2x 
2(a+b)+a+b - 

وباستخدام العلاقة (2) مرة ثانية» فإن: 
4ab+1+2x+22 |“‏ 
3a+3b+a+b‏ 
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2 4x+4ab +1 


4a + 4b 
4x+4ab +1 
ل ج‎ 0 2 
4(a +b) (9 
على‎ a,b حیث ۵,0 هما ناتجا الجذرين للمربعين الكاملين المتتاليين‎ 


الترتيب. 

وبالتالي فإن العلاقة: 

_ 4x +4ab +1 
` 4(a+b) 

تمكننا من التوصل إلى قيم قريبة جدا من القيم الحقيقية للجذور التربيعية. 

ويمكن التطبيق على طريقة الحصر (ل0طاءM‏ «٠ناءذtءءR‏ في إيجاد قيمة 

تقريبية للجذر التربيعي للعدد الحقيقي الموجب وذلك من خلال اتباع الخطوات 

العالية: 


° نقوم بداية بحصر العدد × بین مربعین کاملین متتالیین› حیٺث : 
2 2 
b > X > 4d‏ 


ه٠‏ نجد ناتجى الجذرين التربيعيين a,b‏ للمربعين الكاملين المتتاليين 


2 2 ع 
,D‏ 4 حیث آن: 
b s> NX > 4d‏ 


85 


ه نطبق على العلاقة التالية: 


4x+4ab +1‏ _ 
4(a +b)‏ 
لتحضل في تايه الأمر على قيحة قرية جدا من القية الحقة 2 


مغال(3.1): استخدم طريقة الحصر في إيجاد قيمة تقريبية للعدد 19/. 


الحل: 
ISK S10‏ 
X > 4 5‏ > 
4x+4ab +1‏ _ 
4(a +b)‏ 


® 4)19) + 4(4)(5) +1 _ 76+80+1 
4()4+ 5) 36 


أي أن: 4.3611 × 19 


نلاحظ أن القيمة التقريبية التي توصلا إليها باستخدام هذه الطريقة هي قيمة 
قريبة جدا من القيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 19 › ذلك أنه وباستخدام 
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الآلة الحاسبةء نجد أن 4.3589 = 19/ لأقرب أربع منازل عشرية, وأن 
القيمة المطلقة للخطأ بين القيمة التقريبية التي توصلا إليها باستخدام طريقة 
الحصر والقيمة الحقيقية يساوي (0.0022)» وأن مربع القيمة التقريبية هو 
2 


مغال(3.2): استخدم طريقة الحصر في إيجاد قيمة تقريبية للعدد 280 /. 


الحل: 
6 ><> × > 289 
NX > 16 17‏ > 
4x+4ab +1‏ _ 
4(a +b)‏ 


416+17) 132 


1.48= 0 ۶ہ 280 / ج 
132 
أي أُن: 
r 280 < 16.7348‏ 


نلاحظ أن القيمة التقريبية التي توصلا إليها باستخدام هذه الطريقة هي قيمة 
قريبة جدا من القيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 280 » ذلك أنه وباستخدام 
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الآلة الحاسبة نجد أن 16.7332= 280/ لأقرب أرع منازل عشرية 
وأن القيمة المطلقة للخطا بين القيمة التقريبية التي توصانا إليها باستخدام طريقة 
الحصر والقيمة الحقيقية يساوي (0.0016)» وأن مربع القيمة التقريبية هو 
5 


مغال(3.3): استخدم طريقة الحصر في إيجاد قيمة تقريبية للعدد 620 /. 
الحل: 
56 > × > 625 


> NX > 24 25 
_ 4x+4ab +1 
4(a +b) 


4)24 + 25) 196 


1 ا ہ 620 و 
196 


أي أن: 


x 24.9031‏ 620 /„ 
نلاحظ أن القيمة التقريبية التي توصلا إليها باستخدام هذه الطريقة هي قيمة 
قريبة جدا من القيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 620 » ذلك أنه وباستخدام 
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الآلة الحاسبةء نجد أن 24.8998 = 620/ لأقرب أربع منازل عشرية 
وأن القيمة المطلقة للخطأً بين القيمة التقريبية التي توصانا إليها باستخدام طريقة 
الحصر والقيمة الحقيقية يساوي (0.0033)» وأن مربع القيمة التقريبية هو 
620.14. 

مما يعني أن طريقة الحصر (لهط†ءM Rtn‏ يؤدي التطبيق عليها 
إلى التوصل إلى قيم قريبة جدا من القيم الحقيقية للجذور التربيعية» وذلك نظرا 
للنعائج الجيدة التي توصلا إليها من الأمغلة (3.3)» (3.2)» (3.1) السابقةء 
حيث أظهر استخدام هذه الطريقة (طريقة الحصر) سهولة واضحة أثناء التطبيق 
عليهاء وبساطة في الفهم بحيث يستطيع المتعلم في المرحلة الأساسية على 
الأقل أن يستخدمها للتوصل إلى قيم قريبة جدا من القيم الحقيقية للجذور 
التربيعية؛ وذلك لخلوها من مفاهيم معقدة بعض الشيء عند الطلاب غير 
المتخصصين في مجال الرباضيات كمفهوم الاقتران منلا ومفهوم المتسلسلات 
إلى مفهوم الاشتقاق وغيرها من المفاهيم الأخرى والتي نجدها من ركائز الطرق 
الأخرى سابقة الذكر. 
ومن هناء فإنني أجد أن طريقة الحصر (لهط†ء× «٠ذاءذ)ءءR‏ هي طريقة 
ملائمة لأن تعطى للطلاب الذين هم في المرحلة الأساسية» وأرى أن ينظر لها 
المتخصصون والقائمون على إعداد المناهج المدرسية بعين الاعتبار. 
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2 استخدام طريقة انلحصر Restriction Method)‏ في 
تقريب بعض الجذور التربيعية 


واللآن سوف نستعرض من خلال الجدول (3.1) عدة أمثلة محلولة تظهر 
استخدام طربقة الحصر في تقريب الجذور التربيعية لأعداد مختارة عشوائياء كما 
وتظهر أيضا القيمة المطلقة للخطاً بين القيم التقريبية والقيم الحقيقية ومربع 
القيم التقريبية في كل منها. 
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يتبين لدينا من خلال الجدول (3.1). أن طريقة الحصر ) Restriction‏ 
 Met4‏ لتقريب الجذور التربيعية هي طريقة بسيطة وسهلة التطبيق وتتداسب 
مع الطلبة الذين هم في المرحلة الأساسية على الأقل» كما أنها تعتمد اعتمادا 
مباشرا على حصر العدد المطلوب تقريب جذره التربيعي بين مربعين كاملين 
متتاليين» وأنها تعطي قيما قريبة جدا من القيم الحقيقية لجذر العدد المطلوب 
تقريبه» حيث أن الخطاً الناتج من استخدام هذه الطريقة يعد قليل جدا. 


كما ونلاحظ أنه كلما كان العدد المُراد تقريب جذره التربيعي قريبا من الوسط 
الحسابي للمربعين الكاملين المتتاليين كان التقريب دقيقا وجيدا جدا عند 
استخدام طريقة الحصر في عملية التقريب» وكلما كان ذلك العدد بعيدا عن 
الوسط الحسابي للمربعين الكاملين المتتاليين كان التقريب أقل دقة منه إذا ما 
قورن بالحالة الأولى» ويوضح الشكل (3.1) مدى دقة التقريب التربيعي 
للعدد X‏ إذا ما استخدمنا طريقة الحصر في إيجاد قيمة تقريبية 


الشكل (3.1) 


أكثر دقة سه ج أكثر دقة 
a +b b”‏ 2 
2 
وهذا لا يعني أنه إذا كان X‏ بعيدا عن الوسط الحسابي للمربعين الكاملين 
da 2‏ 
المتتاليين ( م ) فإننا سوف نحصل على قيم تقريبية بعيدة كثيرا عن 
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ad 


الجذر التربيعي للعدد X‏ . وإنما سوف تكون تلك القيم أقل دقة نوعا ما عن 
القيم التقريبية للجذر التربيعي للعدد X‏ فيما إذا كان × قريبا من الوسط 
الحسابي للعددين “ظط » ”4. 
3 مقارنة بين التقريبات المتحصلة من بعض الطرق وطريقة 
الحصر لبعض الجذور التربيعية 

سنقدم الآن مقارنة بسيطة نستعرض فيها استخدام الطرق الخمسة الأخيرة 
(نظرية بلزانو» طريقة نيوتن-رافسون» متسلسلة ذات الحدين» التقريب الخطي 
والتقريب باستخدام كثير حدود تايلور) الواردة في الفصل الثاني من هذه 
الدراسة بالإضافة إلى طريقة الحصر وذلك لتقريب بعض الجذور التربيعية لبعض 
الأعداد» حيث يبين الجدول (3.2) مدى فاعلية كل طريقة من الطرق الخمسة 
آنفة الذكر وفاعلية طريقة الحصر أيضا في تقريب تلك الجذور» مع ملاحظة أننا 
سوف نستعرض الأملة ذاتها التي استعرضناها في الجدول (3.1) باستخدام 
طريقة الحصرء كما سنقوم أيضا باستعراض التقريبات الأخرى لنفس الأمثلة 
وذلك بالتطبيق على كل من الطرق الخمسة (نظرية بلزانو» طريقة نيوتن- 
رافسون» متسلسلة ذات الحدين» التقريب الخطي والتقريب باستخدام كثير 
حدود تايلور) مبينا بطبيعة الحال القيمة المطلقة للخطاً بين القيم التقريبية والقيم 
الحقيقية الناتجة من استخدام الطرق جميعها. 
ولا بد من ملاحظة أننا سنقوم باعتماد التقريب الثالث على الأكثر للجذر 
التربيعي عند التطبيق على كل من نظرية بلزانو وطريقة نيوتن-رافسون» وبأننا 


سوف نأخذ أول ثلاثة حدود من کثیر حدود تایلور عند التطبيق عليه وسوف 
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الجدول (3.2) 
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الخطى وطريقة التقريب باستخد 


الجذور» ذلك أن ا١‏ 


)Restriction Method)‏ هى 


بلزانو وطريقة 
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من الطرق الستة آنفة الذكر يعطي قيما تقريبية جيدة جدا للجذور التربيعية 
وقريبة جدا من القيم الحقيقية لها. 

ويبقى هنا ملائمة أي من الطرق الستة مع المرحلة العمرية الأساسية» حيث 
أنني أرى - من وجهة نظري - أن: 

٠‏ استخدام نظرية بازانو تعطي قيما قريبة جدا من القيم الحقيقية للجذور 
التربيعيةء ولكنها تتطلب التجريب للوصول إلى الفعرة التي تنحقق فيها 
شروط النظرية نفسهاء كما تنطلب الوقت والجهد اللازمين لاختيار 
الفعرة التي تنحقق فيها شروط النظرية في كل مرة منها بعد عملية 
التعويض» وأن معرفة الطلاب بمفهوم الاقتران ومفهوم الاتصال وإتقانهم 
للشروط الواجب توافرها لتطبيق هذه النظرية يشكل عائقا ملحوظا 
للطلاب في المرحلة الأساسية تلك وهذا ما ينبت عدم ملائمة نظرية 
بلزانو لأولئك الطلاب. 

٠‏ طريقة نيوتن-رافسون تعطي قيما دقيقة للجذور التربيعية» ولكن ومن 
وجهة نظري فإن أمر اختيار التقريب الأولي قد يسبب بعض الإرباك في 
بداية استخدام هذه الطريقة من قبل الطلاب» هذا بالإضافة إلى الوقت 
والجهد اللذان يتطابانه تعويض كل من التقريبين الأول والثاني في صيغة 
نيوتن-رافسون في كل مرة منهاء ولذلك فإن هذه الطريقة غير ملائمة 
للطلاب الذين هم في المرحلة الأساسية أيضا. 

٠‏ إن استخدام متسلسلة ذات الحدين تمكننا من التوصل إلى قيم قريبة 
جدا من القيم الحقيقية للجذور التربيعية» ولكن أمر معرفة الطلاب 
بمفهومي الاقترانات والمتسلسلات» وأمر التطبيق عليهما لهما أمران 
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يفوقان مستوياتهم التعليمية في مرحلتهم الأساسيةء هذا بالإضافة إلى 
الوقت والجهد الذي تنطابه عملية التعويض في المتسلسلة نفسهاء 
لذلك فإن أمر استخدام هذه الطريقة لأولئك الطلاب غير مناسب. 
كما أن استخدام طريقة التقريب الخطي تمكننا من التوصل إلى قيم 
قريبة جدا من القيم الحقيقية للجذور التربيعية» ولكن أمر معرفة 
الطلاب الذين هم في المرحلة الأساسية بمفاهيم أكبر من سنهم 
كمفهوم الاقنران ومفهوم الاشتقاق وقابلية الاقنران للاشتقاق يشكل 
عائقا معقولا ضد استخدام هذه الطريقةء كما أن أمر التطبيق على هذه 
الطريقة يتطلب أن تكون ۸ قيمة صغيرة (بحيث 0 + ۸) حتى يؤدي 
التطبيق على هذه الطريقة إلى التوصل إلى قيمة تقريبية تكون قريبة جدا 
من القيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد المطلوب» لذا فإن طريقة 
التقريب الخطي لا تلائم طلاب المرحلة الأساسية عموما. 

إن طريقة التقريب باستخدام كثير حدود تايلور تعطي قيما قريبة جدا من 
القيم الحقيقية للجذور التربيعية» ولكنني أرى أن أمر معرفة طلاب 
المرحلة الأساسية بمفهوم الاقنران ومفهوم المتسلسلات والاشتقاق 
وقابلية الاقتران للاشتقاق وحتى بمفهوم كثير الحدود يفوق مستوياتهم 
ومقدرتهم ومعارفهم المتواضعة لأن يطبقوا على هذه الطريقة» ومن هنا 
فإن استخدام طريقة التقريب من خلال كثير حدود تايلور أمر لا 
يتناسب مع الطلاب في المراحل الأساسية عموما رغم النتائج الجيدة 
التي توصلنا إليها هذه الطريقة. 
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٠‏ طريقة الحصر (لh0ط†ءM‏ «trictioيءR‏ يؤدي التطبيق عليها إلى 
التوصل إلى قيم قريبة جدا من القيم الحقيقية للجذور التربيعية حيث 
أظهر استخدام هذه الطريقة سهولة واضحة أثناء التطبيق عليهاء وبساطة 
في الفهم بحيث يستطيع المتعلم في المرحلة الأساسية على الأقل أن 
يستخدمها للتوصل إلى قيم قريبة جدا من القيم الحقيقية للجذور 
التربيعية؛ وذلك لخلوها من مفاهيم معقدة بعض الشيء عند الطلاب 
غير المتخصصين في مجال الرباضيات كمفهوم الاقتران مثلا ومفهوم 
المتسلسلات إلى مفهوم الاشتقاق وغيرها من المفاهيم الأخرى والتي 
نجدها من ركائز الطرق الأحرى سابقة الذكرء ومن هنا فإنني أجد أن 
طريقة الحصر )Restriction Method)‏ هي طريقة ملائمة لأن تعطی 
للطلاب الذين هم في المرحلة الأساسية. 
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ترتكز الكثير من التطبيقات والمسائل الحياتية على موضوع أساسي في 
الرياضيات ألا وهو موضوع الجذور التكعيبية للأعداد اللسبية» وسنتطرق في 
هذا الفصل إلى المفاهيم الأساسية التي تمهد له لمعرفته مبتدئين أولا بدراسة 
مفهوم المكعب الكامل ومفهوم الجذر التكعيبي له وكيفية إيجاده» ومنتهين 
بعرض علاقة رياضية يؤدي التطبيق عليها إلى التوصل إلى كافة المكعبات 
الكاملة. 


1 مكعب العدد (المكعب الكامل) 
يطلق على حاصل ضرب العدد في نفسه ثلاث مرات منتالية مكعب العدد» 
لذا فالعدد 8 مثلاهو مكعب العدد 2 لأن8 = 2×>2×2 وبالمشل فإن 
العدد 27 هو مكعب العدد 3 لأن 27 = 3 ×3 ×>×3. وهكذا يمكننا القول 
بأن: 
...3 ,216 ,125 ,64 ,27 ,8 ,1 
تسمى جميعها مكعبات كاملة. 


2 الجذر التكعيبي للمكعب الكامل 
يعرف الجذر التكعيبي للعدد على أنه العدد الذي إذا ضرب بنفسه ثلاث 
مرات مننالية يكون ناتج الضرب هو العدد الأصلي» فمغلا نقول بأن الجذر 
التكعيبي للعدد 64 يساوي 4 ونکتب ذلك على الصورة: 


¥64 =4 
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حيث تستخدم الإشارة | لتدل على أن المطلوب هو إيجاد الجذر 
التكعيبى للعدد المكتوب تحت الإشارة. 


لذا يمكننا القول بأن: 

7N 343 S6 V 216 EN 27‏ وهکذا ا 

وتتلخص خطوات إيجاد الجذر التكعيبي لمكعب كامل بما يلي: 
ه٠‏ نحلل العدد إلى عوامله الأولية. 


نزأخذ عاملا واحدا من کل ثلاثة من العوامل المتساوية. 
٠ه‏ نجد حاصل ضرب العوامل التى أخذناها فى الخطوة الثانية. 


مغال(4.1): أوجد قيمة 74088 
الحل: 


نحلل أولا العدد 74088 إلى عوامله بطريقة القسمة التحليلية كما في الشكل 
المجاور. 
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ه نأخذ عاملا واحدا من ثلانة أعداد من العوامل المتساويةء ثم نجد 


7 74088 =2 x 3x7 = 42 


ولا بد من التنويه هنا إلى أنه يكون المكعبان الكاملان متتاليين إذا كانا مكعبين 
لعددین طبيعیین متتاليين» فالعددان 27 , 8 مكعبان كاملان لأنهما مكعبان 


للعددين 3 , 2 على الترتيب. 


ومن الجدير بالذكر أيضا أن الجذور التي دليلها يمثل عددا فرديا تكون معرفة 
على جميع الأعداد الحقيقية (۸). وبالتالي فإن الجذور التكعيبية تكون معرفة 


109 


على (۸). وعلى صعيد آخر فإن الجذور التي دليلها يمل عددا زوجيا لا 
تكون معرفة إلا على مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة ( ۸). ومن هنا فإن 
الجذور التربيعية معرفة على ( ۸) فقط, فمغلا: 


7-8 = -2,- 27 = -3,- 64 =4... 


مغال(4.2): أوجد قيمة ٩-3375‏ 


الحل: 
٠‏ نحلل أولا العدد 3375 إلى عوامله بطريقة القسمة التحليلية كما في 


الشكل المجاور. 


ه نأخذ عاملا واحدا من ثلانة أعداد من العوامل المتساويةء ثم نجد 


%-3375 =-1×5×3=-5 
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طريقة الحصر لتقريب الجذور التربيعية والتكعبية 


3 اكتشاف المكعبات الكاملة 


يمكن الحصول على أي مكعب كامل إذا أعطي المكعب الكامل الذي قبله 


باستخدام القاعدة التالية: 


dı = @, + 6(S,) +1 sss. () 


حیث أن: 


SS, =An+S, 


,4 : المكعب الكامل الأول. 
,2 : المكعب الكامل الذي يلي الأول. 


وعلى اعتبار أن 1= ,5 كقيمة أوليةء وبأن المكعب الكامل الأول كما هو 


فمثلا للحصول على كافة المكعبات الكاملة يمكننا التطبيق على العلاقة (1) 


dı = @, + 6(S,) +1 sss () 
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dA, = @, + 6(5, ) +1 
aر‎ =1+ 601) +1 


a, =8 


وبذلك فإن المكعب الكامل الذي يلي المكعب الكامل 1 هو 8 حيث أن: 
2= 8. 


n=2 عندما‎ 


نجد رگ حیث: 
SS, =n1n+8S,‏ 
7 
2+1=3 = 2+5 = ر9 
5 


d4 = d, + 6(S,) +1 
a, = 8+ 6)3) +1 
a, =1 
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لذلك فإن المكعب الكامل الذي يلي المكعب الكامل 8 هو 27 حيث أن: 


. ¥27 =3 


SS, =n+S, 
ر5 +3 = رک‎ 
رک5 +3 = پک‎ = 3+3 =6 
پ8 ج‎ =6 


A, = @, + 6(S,) +1 
a, = 27 + 6(6) +1 
a, = 64 


أيضا يتبين لنا أن المكعب الكامل الذي يلي المكعب الكامل 27 هو 64ء 
حیث أن: 4 = 64 . 
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SS, =1+ 5,‏ 
ر5 +4 = ړک 

5 = 4+5, = 4+6 =0 
ج‎ S۶, =0 


dA, = Q4, + 6(S,) +1 
aږ‎ = 64 + 6(10) +1 
ad, =135 


ومن هنا فإن المكعب الكامل الذي يلي المكعب الكامل 64 هو 125 حيث 
آ25 125 


ويامكاننا الاستمرار هكذا لنحصل على كافة المكعبات الكاملةء ويظهر الجدول 
(4.1) استخدام العلاقة رقم (1) في إيجاد بعض المكعبات الكاملة من 1= ۸ 
إلى ۸=10. 
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التطبيق على العلاقة رقم (1) 
اا 1 


1 
27 
64 

125 
216 
343 
512 

29 


7 


يتبين لنا مما سبق أنه بإمكاننا اكتشاف كافة مكعبات الأعداد الكاملة» وذلك 
من خلال استخدام العلاقة: 
Op E OSE esta (1)‏ 
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SS, =n+ 8S, 


حیث أن: 
وقد آثرت في هذا السياق إلى إيرادها لكونها علاقة جديدة توصلت إليها بعد 
كثير من البحث والاجتهاد» وتعد من وجهة نظرية إضافة يجدر بالمتخصصين 
في مجال الرياضيات أخذها بعين الاعتبار. 
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تقریب الجذور التكعببة باستخدام بعص 


40 0 


الطرق 


117 


118 


يمكن تعريف الأعداد التي تمغل مكعبات غير كاملة على أنها أعداد لا 
يكون ناتج جذورها التكعيبية أعدادا طبيعية» فمغلا: 
OA O ICS‏ 
هى أعداد لا تمثل مكعبات كاملة. 


وسوف نقوم باتباع نفس الطرق التي قد استعرضت مسبقا في الفصل الغاني من 
التكعيبية» وهذه الطرق هي على الترتيب: 


٠‏ الطريقة التقليدية المتبعة في المناهج المدرسية. 

.(Belzano's Theorem) giاjlڊ طرةة‎ 
.(Newton-Raphson's Method) dو.فاlر—-نتوین طريقة‎ ٠ 
.(Binomial Series) jll متسلسلة ذاٽت‎ 

ه٠‏ طريقة التقريب الخطي .(Linear Approximation Method)‏ 
۵ التقربب باستخدام کثیر حدود تایلور (ئاھندص 0د را۴ هار٣).‏ 
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وسوف نكتفي في هذا الفصل بعرض تلك الطرق عرضا مختصراء وتقديم 
عدة أمغلة توضح التطبيق على كل منهاء مبينين من خلال تلك الأمغلة كيفية 
إيجاد قيمة تقريبية للجذر التكعيبي» إضافة إلى القيمة المطلقة للخطأً بين القيمة 
التقريبية والقيمة الحقيقية ومربع القيمة التقريبية في كل منها. 


1 الطريقة التقليدية 


4 


ف X‏ عدد حقیقی» فإننا نعمل على 


ا ی کی ل 0 0 ك 
bُ > X 7‏ 
x > dû‏ > ر 


a+b 
Vz كتقريب أولي و‎ 
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13 3 
ومن ثم نقارن العدد × بكل من العددين da b‏ , من حيث القرب» لنضع 


: 3 
في نهاية الأمر عدة تقريبات تعتمد على مدى قرب العدد X‏ من العدد 6 


أو من العدد i‏ 
مغال(5.1): قدر ناتج 14 . 
الحل: 
8 > 14 > 21 
52 714 < 3 
3 
N14 × 5‏ > 


لكن العدد 14 أقرب إلى العدد 8 منه إلى العدد 27 لذلك فإن ٩14‏ 


تنحصر بین 2.5 , 2 بمعنی أن: 


2.4 ,2.3 ,2.2 ,2.1 
كلها قيم تقريبية له. 


ولکن وباستخدام الآلة الحاسبة فإننا نجد أن: 
1/14 1 = لأقرب أربع منازل عشرية» وبالتالي يمكننا استخلاص 
الجدول (5.1) الذي يبين القيمة المطلقة للخطاً بين القيم التقريبية التي حصلا 
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عليها في المغال (5.1) وبين القيمة الحقيقية التي توصلنا إليها باستخدام الآلة 
الحاسبة. 
الجدول (5.1) 


مكعب القيمة التقريبية القيمة المطلقة للخطأ بين 
القيمة التقريبية والقيمة 


EGE ET 


مثال(5.2): قدر ناتج 0 
الحل: 


125 >< 110 > 64 
E EINE TÎ 


x 4.5‏ 110“ کے 
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لكن العدد 110 أقرب إلى العدد 125 منه إلى العدد 64 لذلك فإن 


110 تنحصر بین 4,4.5 بمعنى أن: 

4.9 ,4.8 ,4.7 ,4.6 
كلها قيم تقريبية له. 
ولكن وباستخدام الآلة الحاسبة فإننا نجد أن: 

0 = لأقرب أربع منازل عشرية» وبالتالي يمكننا استخلاص 
الجدول (5.2) الذي يبين القيمة المطلقة للخطاً بين القيم التقريبية التي حصلا 
عليها في المثال (5.2) وبين القيمة الحقيقية التي توصانا إليها باستخدام الآلة 
الحاسبة. 


الجدول (5.2) 


القيمة المطلقة للخطاً بین 
القيمة التقريبية والقيمة 


TO TEE 
E I 


0.1086 117.649 


مغال(5.3): قدر ناتج 171. 
الحل: 
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216 < 171 < 5 
6 <> “171 > 5 


5 171 ج 


ونظرا لأن العدد 171 يساوي تقريبا الوسط الحسابي للعددين 125 › 216 
لذلك فإن الأعداد التالية: 

6 ,5.5 ,5.4 
تعتبر كلها قيم تقريبية لجذره التكعيبي. 


ولكن وباستخدام الآلة الحاسبة فإننا نجد أن: 

1 5.5505 = لأقرب أربع منازل عشريةء وبالتالي يمكننا استخلاص 
الجدول (5.3) الذي يبين القيمة المطلقة للخطاً بين القيم التقريبية التي حصلا 
عليها في المثال (5.3) وبين القيمة الحقيقية التي توصانا إليها باستخدام الآلة 
الحاسبة. 

الجدول (5.3) 


مكعب القيمة التقريبية القيمة المطلقة للخطأ بين 
القيمة التقريبية والقيمة 


0.0505 166.35 
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طريقة الحصر لتقريب الجذور التربيعية والتكعبية 


0.0495 175.616 


ومن هناء فإننا نجد أن التقريبات التي توصانا إليها من خلال استخدام الطريقة 
السابقة تكون بعيدة في أغلبيتها عن القيمة الحقيقية للجذر التكعيبي لكل من 
الأعداد 171 , 110 , 14 في الأمثلة (5.3) ,(5.2)ء (5.1) على الترتيب» 
ذلك أن العمود النالث من الجدول الذي يلي كل مال من الأمغلة السابقة يبين 
بوضوح ذلك البعد من خلال الفروقات الواضحة بين مكعب القيمة التقريبية 
التي توصانا إليها وبين كل من الأعداد 110,171 ,14. 


لذاء سأقوم اهمال هذه الطريقة فیما بعد لما ينتج من خلال استخدامها من 
أخطاء تعد كبيرة نوعا ماء ونظرا للتشتيت والدشكيك وعدم الثقة بالإجابات 
المتحصضلة - وخاصة عند الطالب - وعدم ثباته عند إجابة واحدة تكون دقيقة 


نوعا ما. 


5.2 نظرية بأgilj (Belzano's Theorem)‏ 
ذكرنا في الفصل الثاني من هذا الكتاب نص نظرية بلزانو وخطوات التطبيق 


عليهاء» وسنقتصر في هذا السياق على استعراض عدة أمثلة يبين كل منها 
استخدام نظرية بلزانو لإیجاد قیم تقريبية للجذور التكعيبية» عارضیين القيمة 
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المطلقة للخطاً بين القيمة التقريبية والقيمة الحقيقية ومكعب القيمة التقريبية 
التي سوف نتوصل إليها عبر هذه الطريقة. 


وسوف أتوقف أثناء استخدام نظرية بلزانو عند التقريب الثاني على الأكثر فقط 
عند إيجاد قيمة تقريبية للجذر التكعيبى للعدد المطلوب. 


مغال(5.4): باستخدام نظرية بلزانو (إ٠إ0عءط1‏ ك'1z4«0ء8»‏ أوجد قيمة 


تقريبية للعدد 4 


الحل: 
نع =× 14 
XxX =14‏ 
)*( و و 


الاقتران المرافق للمعادلة (*) في الخطوة السابقة؛ هو: 


f (=× -4‏ 
والآن نبحث عن فترة تتحقق فيها شروط نظرية بلزانو (بالتجريب) نجد أن: 
j )2( =6 >0‏ 
0> 3)=13( / 
لذا: 
J (2)x f (3) <0‏ 
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وحيث أن (×) #/ متصل على الفترة |2,3| لأنه كثير حدود من الدرجة 
الثانية. 


.. تنحقق شروط نظرية بلزانو على الفترة [2.3] . 


ڪه يوجد عدد مثل (2,3) € ٤‏ بحيث أن )٤(‏ أ 0 = لذا فإن التقريب 


الأول ( 71) هو: 


ي 
2 
وبما أن: 
J )2.5( = )2.5(” -14=1.625< 0‏ 
وأن: 
Jf (2)x £ (2.5) <0‏ 
لذا فالتقریب الثاني ( 2 ) هو: 


265 س 0 


ولكن وباستخدام الآلة الحاسبة فإننا نجد أن: 

1 == 14 لأقرب أربع منازل عشريةء لذا يمكننا ملاحظة إلى أنه 
باستخدام نظرية بازانو يمكننا إيجاد قيم بعيدة نوعا ما عن القيمة الحقيقية 
للجذر التكعيبي للعدد 14 ويظهر ذلك من خلال التقريبين الأول والثاني له. 
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ويبين الجدول (5.4) التالي القيمة المطلقة للخطاً بين التقريبين اللذين توصلا 
إليهما في المغال (5.4) وبين القيمة الحقيقية التي توصلا إليها باستخدام الآلة 


الحاسة 3 14 


الجدول (5.4) 


القيمة المطلقة للخطأً بين 
القيمة التقريبية والقيمة 


الحقيقية 


نلاحظ أن التقريبين الأول والناني اللذين توصلا إليهما من خلال استخدام 
نظرية بلزانو بعيدان عن القيمة الحقيقية للجذر التربيعي للعدد 14ء ذلك أن 
مكعب قيمهما التقريبية تظهر فرقا واضحا بينها وبين العدد 14. 

مغال(5.5): باستخدام نظرية بلزانو (إ٠إ0عط1‏ ك'1z4«0ء8»‏ أوجد قيمة 
تقريبية للعدد 110. 

الحل: 
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الاقتران المرافق للمعادلة (*) في الخطوة السابقة؛ هو: 
 -0‏ ×=( £ 


والآن نبحث عن فترة تنحقق فيها شروط نظرية بلزانو (بالتجريب) نجد أن: 
j )4( =-46 >0‏ 
j (5)(=15 >0‏ 
J (4)x f (5)<0‏ 
وحيث أن (×) ۴ متصل على الفترة [4,5] لأنه كثير حدود من الدرجة 
الثانية. 


. ]4,5[ تعحقق شروط نظرية بلزانو على الفترة‎ .٠ 


ڪه يوجد عدد منل (4,5) € ٤‏ بحيث أن  )٤(‏ 0 = لذا فإن التقريب 


الأول ( 71) هو: 
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وبما أن: 


0 > 18.875-=110- ”(4.5) = (4.5) ر 


وأن: 


Jf (4.5)x f (5)<0 


لذا فالتقريب الثاني ( 2 ) هو: 
5ر 


2 EE 4.15 


ولكن وباستخدام الآلة الحاسبة فإننا نجد أن: 

4 = 110 لأقرب أربع منازل عشريةء لذا يمكننا ملاحظة إلى أنه 
باستخدام نظرية بازانو يمكننا إيجاد قيم بعيدة نوعا ما عن القيمة الحقيقية 
للجذر التكعيبي للعدد 110. ويظهر ذلك من خلال التقريبين الأول والثاني له. 


ويبين الجدول (5.5) التالي» القيمة المطلقة للخطاً بين التقريبين اللذين توصلا 
إليهما في المغال (5.5) وبين القيمة الحقيقية التي توصلا إليها باستخدام الآلة 
الحاسبة ل 110. 

الجدول (5.5) 
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القيمة e‏ والقيمة الحقيقية 


1۶ غا‎ a 


نلاحظ أن التقريبين الأول والناني اللذين توصلا إليهما من خلال استخدام 
نظرية بلزانو بعيدان عن القيمة الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 110. ذلك أن 
مكعب قيمهما التقريبية تظهر فرقا واضحا بينها وبين العدد 110. 


مغال(5.6): باستخدام نظرية بلزانو (إ٠إ0عءط1‏ ك'1z4«0ء8»‏ أوجد قيمة 


.171 تقريبية للعدد‎ 
الحل:‎ 
“171 X= نضع‎ 
xX =11 
وخ‎ X —-171=0 OE ASAS ESSA ( 


الاقتران المرافق للمعادلة (*) في الخطوة السابقة؛ هو: 
1- ×=( £ 
والآن نبحث عن فترة تتحقق فيها شروط نظرية بلزانو (بالتجريب) نجد أن: 
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J )5( = -46 >0 


j (6(= 45 <0‏ 
لذا: 
J (5)x f (6)<0‏ 
وحيث أن  )×(‏ متصل على الفترة [5,6] لأنه كثير حدود من الدرجة 
الثانية. 


.. تنحقق شروط نظرية بلزانو على الفترة [5,6] . 
ڪه يوجد عدد منل (5,6) € ٤‏ بحيث أن )٤(‏ أ 0 - لذا فإن التقريب 
الأول ( ) هو: 
5+6 
iS E‏ 
3 
ولکن وباستخدام الآلة الحاسبة فإننا نجد أن: 


5.5 


A171 = 5‏ لأقرب أربع منازل عشرية. لذا يمكننا ملاحظة إلى أنه 
باستخدام نظرية بازانو يمكننا إيجاد قيمة بعيدة عن القيمة الحقيقية للجذر 
التكعيبي للعدد 171 ويظهر ذلك من خلال التقريب الأول له. 
ويبين الجدول (5.6) التالي» القيمة المطلقة للخطاأً بين التقريب الذي توصلا 
إليه في المغال (5.6) وبين القيمة الحقيقية التي توصلا إليها باستخدام الآلة 
الحاسبة د 171/. 

الجدول (5.6) 
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القيمة ا والقيمة الحقيقية 


نلاحظ أن التقريب الأول الذي توصلا إليه من خلال استخدام نظرية بلزانو 
بعيد عن القيمة الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 171 ذلك أن مكعب قيمته 
التقريبية تظهر فرقا واضحا بينه وبين العدد 171. 

وبشکل عام فإن استخدام نظرية بلزانو لإيجاد قيم تقريبية للجذور التكعيبية 
لا يعطي قيما قريبة من القيم الحقيقية لتلك الجذورء وهذا ما أظهرته لنا الأمثلة 
(5.6)» (5.5) » (5.4) السابقة على الترتيب» حيث أن القيم التقريبية التي 
توصلا إليها من تلك الأمغلة من خلال استخدام نظرية بلزانو بعيدة عن القيم 
الحقيقية للجذور التكعيبية في كل منهاء كما ونلاحظ أن هذه النظرية غير 
مناسبة لأن تعطى للطلاب الذين هم في المرحلة الأساسية؛ لما تتطلبه من 
معرفتهم بمفاهيم قد تكون مستحيلة الفهم وصعبة جدا عليهم» كمعرفتهم 
بمفهومي الاقتران والاتصال واتقانهم للشروط الواجب توافرها لتطبيق هذه 
النظرية إلى غيرها من الأمور الأخرى» وبالتالي فإنني سأقوم باستبعاد هذه 
الطريقة فيما بعد» لما ينتج من جراء التطبيق عليها من أخطاء تعد كبيرة نوعا ما. 


3 طريقة نيوتن-رافسون 


(Newton-Raphson's Method) 


13 


مر معنا في الفصل الثاني من هذا الكتاب صيغة نيوتن-رافسون الرياضية 
التي تستخدم لإيجاد جذر المعادلة 0 = (×) ر والقريب من قيمة معينة» 
ومن إحدى التطبيقات الكثيرة على هذه الصيغة هو إيجاد قيم تقريبية للجذور 
التكعيبيةء وبالتالي فإن صيغة نيوتن-رافسون التالية: 


E (x) 
n1 Tn 
f (x) 
×0 يمكن الاستفادة منها لإيجاد قيم تقريبية للجذور التكعيبية وذلك باعتبار‎ 
هي قيمة تقريبية مبدأية (أولية) لجذر المعادلة 0 = (×) أ » وباعتبار:‎ 
Xs X5 X3 5°۰9 r1 


هي كلها قيم تقريبية لجذر المعادلة 0= (×) ر . 


وسوف أتوقف أثناء استخدام طريقة نيوتن-رافسون عند التقريب الثالث على 


الأكثر فقط ر د ) عند إيجاد قيمة تقريبية للجذر التكعيبى للعدد المطلوب. 


مغال(5.7(: باستخدام طريقة نيıوتj-رافmوd‏ ) Newton-Raphson's‏ 
»Method‏ أوجد قيمة تقريبية للعدد ۸/14. 
الحل: 
3 ت / 3 
نضع X=‏ 14 
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f) =× -4 
ج‎ f) =¥ 

وباستخدام صيغة نيوتن-رافسون العالية: 
X = XxX ETTI‏ 


n+1 n f(x, ) 


وباختيار القيمة التقريبية المبدئية 2 = م×» نجد أن التقريب الغاني × 


هو: 
Xx; -14‏ 
E‏ 
0 
8-14 
)3)2 
a‏ 
والتقريب الفالث X<‏ هو: 4 4 
3x‏ ا 
135 1 
4= 0:57 


_ &K 


xX, e 3 


وباستخدام الآلة الحاسبة نجد أن: 

1 = 14 لأقرب أربع منازل عشريةء لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام طريقة نيوتن-رافسون يمكنا إيجاد قيمة قريبة جدا من القيمة 
الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 14 ويظهر ذلك من خلال التقربب الثالث له 
. 

ويبين الجدول (5.7) القيمة المطلقة بين التقريبات الثلاثة التي توصلا إليها في 
المثال (5.7) وبين القيمة الحقيقية التي توصلا إليها باستخدام الآلة الحاسبة. 


الجدول (5.7) 


القيمة المطلقة للخطاً بين 
القيمة التقريبية والقيمة 


الحقيقية 


التقريب الأول 
0.4101 2 
۸0 


التقريب الثاني 
15.625 0.0899 2.5 
X1‏ 
التقريب الغالث 
14.0551 0.0032 2.413 
2 


نلاحظ أن التقريب الأول (المفترض ۴0 ) والتقريب الثاني ( 1 ) بعيدان عن 
القيمة الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 14» ذلك أن مكعب قيمهما التقريبية 


تظهر فرقا واضحا بينهما وبين العدد 14. أما التقريب الثالث ( د ) الذي 
توصلنا إليه من خلال استخدام طريقة نيوتن-رافسون فإنه يعد تقريبا ممتازا إذا 
ما قورن بالقيمة الحقيقية للجذر التكعيبى للعدد 14. 


مغال(5.8(: باستخدام طريقة نıوتj-رlفmوù‏ ) Newton-Raphson's‏ 


.110 أوجد قيمة تقريبية للعدد‎ » Method 


الحل: 


الاقتران المرافق للمعادلة (*) في الخطوة السابقة؛ هو: 


£ )%( =× 0 
SMES 
وباستخدام صيغة نيوتن-رافسون التالية:‎ 
J (%,) 
X = X E 


n+1 n /‏ 
f (*,)‏ 
وباختيار القيمة التقريبية المبدئية 5 = ر نجد أن التقريب الفاني 1× 


هو: 


XxX; 10 


XZ XM 7 
1 0 2 
3X 


5(0( 
ا 
)3)5 
4.8 ا چ 
x ~48 15‏ 


والتقريب الثالث X2‏ هو: 
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_ (4.8-0 


XxX, x4. 
3(4.8( 
Xx, ZS 4.8 — e = 4.7914 
69.12 
XxX, 4.794 


وباستخدام الآلة الحاسبة نجد أن: 

4 = 110 لأقرب أربع منازل عشريةء لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام طريقة نيوتن-رافسون يمكنا إيجاد قيمة قريبة جدا من القيمة 
الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 110 ويظهر ذلك من خلال التقريب الثالث 


4 


ويبين الجدول (5.8) القيمة المطلقة بين التقريبات الغلائة التي توصلا إليها في 
المثال (5.8) وبين القيمة الحقيقية التي توصلنا إليها باستخدام الآلة الحاسبة. 
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القيمة التقريبية والقيمة 


التقريب الثاني 
110.592 0.0086 4.8 
Xx‏ 
التقريب الغالكث 
110 0.0000 4.7914 
X2‏ 


نلاحظ أن التقريب الأول 0“ (المفترض) بعيد عن القيمة الحقيقية للجذر 
التكعيبي للعدد 110 ذلك أن مكعب قيمنه التقريبية تظهر فرقا واضحا بينه 


وبين العدد 110 لكن التقريبين الثاني والثالث ( X2‏ › ر ) يعدان تقريبين 
ممتازين إذا ما قورنا بالقيمة الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 110. 

مغال(5.9(: باستخدام طريقة نgıتj-رافmوù‏ ) Newton-Raphson's‏ 
Meth‏ » أوجد قيمة تقريبية للعدد ۸/171. 

الحل: 

“171 Xx = ت‎ 


الاقتران المرافق للمعادلة (*) في الخطوة السابقة؛ هو: 


£) =× -1 
e EO 
وباستخدام صيغة نيوتن-رافسون التالية:‎ 
J (x,) 


X 

n+1 n £ ,) 

وباختيار القيمة التقريبية المبدئية 6 = م نجد أن التقريب الفاني × 
هو: 


Xx 11 


0 2 
3% 


(6-11 
3(6 


XxX  6-— 


3 6 ب ا 


Xx 5.583 
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(5.5833) -11 


XxX, 5.5833 ¬ 
3)5.5833( 
XxX, ا - 5.5833 ك‎ 5.9907 
SSF 
XxX 5.9507 


وباستخدام الآلة الحاسبة نجد أن: 

5.555= 171“ لأقرب أربع منازل عشرية لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام طريقة نيوتن-رافسون يمكنا إيجاد قيمة قريبة جدا من القيمة 
الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 171 ويظهر ذلك من خلال التقريب الثالث 


ا 


ويبين الجدول (5.9) القيمة المطلقة بين التقريبات الغلاثة التي توصلا إليها في 
المثال (5.9) وبين القيمة الحقيقية التي توصلنا إليها باستخدام الآلة الحاسبة. 
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القيمة التقريبية والقيمة 


الحقيقية 
التقريب الأول 
216 0.4495 
X0‏ 
التقريب الثاني 
174.0495 0.0328 5.83 
1 
التقريب الغالك 
171.0186 0.0002 5.5507 
2 


نلاحظ أن التقريب الأول (المفترض ۳0 ) والتقريب الثاني ( 1 ) بعيدان عن 
القيمة الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 171 ذلك أن مكعب قيمهما التقريبية 
تظهر فرقا واضحا بينهما وبين العدد 171 أما التقريب الغالث ر د ) الذي 
توصانا إليه من خلال استخدام طريقة نيوتن-رافسون فإنه يعد تقريبا ممتازا إذا 
ما قورن بالقيمة الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 171. 

مما سبق نجد أنه وباستخدام طريقة نيوتن-رافسون فإننا نتوصل إلى قيم 
قريبة جدا من القيم الحقيقية للجذور التكعيبية ولكن ومن وجهة نظري فإن أمر 


اختيار التقريب الأولي 0“ قد يسبب بعض الإرباك في بداية استخدام هذه 
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الطريقة من قبل المتعلم ركما هو الحال لدى اختيارنا له عند إيجاد قيم تقريبية 
للجذور التربيعية)» هذا بالإضافة إلى الوقت والجهد اللذان يتطابانه تعويض كل 
من التقريبين الأول والثاني في صيغة نيوتن-رافسون في كل مرة منها. 

كما أن أمر معرفة الطلاب الذين هم في المرحلة الأساسية بمفهومي الاقتران 
والاشتقاق وحتى في عملية التعويض لأكثر من مرة» قد يشكل عائقا ضد 
استخدام هذه الطريقة في مرحلتهم الأساسية تلك. 


(The Binomial Series) jıدحئا متسلسلة ذات‎ 5.4 


فی هذا القسم سوف نستخدم متسلسلة ذات الحدين فى تقريب الجذور 
التكعيبية التى مر استخدامنا لها فى الفصل الثاني من هذا الكتاب فى تقريب 
الجذور الت بيعية» وکما مر معنا سابقا فإاننا سوف نبداً بأخحذ الحدين xX‏ +1 


وباعتبار أن © عدد حقيقي بحيث أن 0 ۶ .۰ وأن شکل الاقتران ھو: 


f0 = (1+ (° 


فإذا كانت 0 < © فإننا سوف نستخدم الصيغة (1) أدناه لتقريب الجذر 
التكعيبى. 


(+x) 1+ 3 EE 


إ3 
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وإذا كانت 0 > 4 فإننا نستخدم الصيغة (2) أدناه لتقريب الجذر 


التكعيبي. 
a4 -1) 2 a)» -1()-2(‏ 


(-)" =1- a+ 1 


وقد مر معنا سابقا خطوات التطبيق على مدسلسلة ذات الحدين في تقريب 
الجذور» وسوف نقوم باستخدام أول أربعة حدود فقط من المتسلساتين 
(1(,)2) آنفتا الذكرء وذلك لأن استخدام تلك الحدود فقط تكفي لأن تعطي 
قيما قريبة من القيم الحقيقية للجذور التكعيبية. 


مثال (5.10): قدر قيمة 14 باستخدام أول أربعة حدود من متسلسلة ذات 
الحدين. 
الحل: 
1 
N14 = (8 + 6(3‏ 
i‏ 
V/14 = )8)1 + —((7 = 2)1 + 3‏ 
4 8 
َ2 
وبتطبيق المقدار e‏ على الصيغة (1) من متسلسلة ذات الحدين› 


فإن: 
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1 1 1 1 1 
ND N 
323 3 0 
14 x 2(1 + > +23 ا‎ 
0 
+ + ا‎ 
1 5 
¥14 x 2 — EE 
َ TT E 07 
E 
192 96 
114 x 2.4271 


وباستخدام الآلة الحاسبة نجد أن: 

1 = 14 لأقرب أربع منازل عشرية لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام متسلسلة ذات الحدين يمكننا إيجاد قيمة قريبة من القيمة الحقيقية 
للجذر التكعيبي للعدد 14. حيث أن القيمة المطلقة للخطأً بين القيمة التقريبية 
والقيمة الحقيقية هي 0.017 وأن مكعب القيمة التقريبية هو 14.2976. 


مال (5.11: قدر قيمة 110 باستخدام أول أربعة حدود من متسلسلة 
ذات الحدين. 


الحل: 
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1 

%110 = 125-153 
15 i 
7110 = 1251-2 (3 = 51-3 
E 


1 


ڭ 3 
وبتطبيق المقدار (جر ”1) على الصيغة (2) من متسلسلة ذات الحدين» 


فإن: 
1 11 1آ 
9 0 
OE E 3 3‏ 
x 51 -= = E‏ 110 
25 !3 5 !2 325 ( 
10 9 1 1 
ا = VIO 5s EE‏ 
(6C7) 15635‏ ویوا 25 ( 
1 599 1 1 24 
VIO aa E EEE‏ 
9375 65( 9375 625 5دا 
5 4 _ 8984 _ 8284 ې _ 
185 9375 


5 > 110 ج 
وباستخدام الآلة الحاسبة نجد أن: 
4.794 = %110 لأقرب أربع منازل عشرية» لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام متسلسلة ذات الحدين يمكننا إيجاد قيمة قريبة جدا من القيمة 
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الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 110 حيث أن القيمة المطلقة للخطأً بين 
القيمة التقريبية والقيمة الحقيقية هي 0.0001 وأن مكعب القيمة التقريبية هو 
110.5. 


مغال (5.12): قدر قيمة 171 باستخدام أول أربعة حدود من متسلسلة 
ذات الحدين. 


الحل: 
1 
)216-45( = 7171 


AS 5‏ 0 
--N((7 = 6)1 3‏ )216) = 7/171 
4 ( 6 (216( 
i‏ 
وبتطبيق المقدار e‏ على الصيغة (2) من متسلسلة ذات الحدين»› 
فإن: 
1 1 1 1 1 
2-)1-(- 1-(- 
e CON Ne‏ 


15 33 
171 z 61 -=-) = (+ ر‎ 
( 324 2! 24 3! 24 
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15 10 
38247 6027( ` ا - =1( ¥171 


1~ E 29 625 E 4799 625 


72 5184 44 5184 11174 
6 0 1035959 _ 
1119744 186624 


1 171ج 


وباستخدام الآلة الحاسبة نجد أن: 
5.555 = 1171 لأقرب أربع منازل عشرية» لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام متسلسلة ذات الحدين يمكننا إيجاد قيمة قريبة جدا من القيمة 
الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 171 حيث أن القيمة المطلقة للخطأً بين 
القيمة التقريبية والقيمة الحقيقية هي 0.0005 وأن مكعب القيمة التقريبية هو 
17/1.03.. 

مما سبق» نجد أنه وباستخدام متسلسلة ذات الحدين فإنه يمكننا التوصل 
إلى قيم قريبة جدا من القيم الحقيقية للجذور التكعيبية» ولكن أمر معرفة 
الطلاب بمفهومي الاقترانات والمتسلسلات» وأمر التطبيق عليهما لهما أمران 
يفوقان مستوياتهم التعليمية» هذا بالإضافة إلى الوقت والجهد الذي تتطلبه 
عملية التعويض في المتسلسلة نفسها. 
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طريقة الحصر لتقريب الجذور التربيعية والتكعبية 


5 طريقة التقريب الخطي 


(Linear Approximation Method) 


استعرضنا فيما سبق استخدام طريقة التقريب الخطي في إيجاد قيم تقريبية 
للجذور التربيعية» وسوف نستعرض في هذا القسم استخدامها في إيجاد قيم 
تقريبية للجذور التكعيبية. وكما تعلمنا سابقا فإن العلاقة: 


f(x+h) = f (0+ f OO -B.......... % 


يطلق عليها "التقريب الخطي للاقتران ٠" f‏ حيث أنه وبالتطبيق على هذه 
العلاقة فإننا نتوصل إلى قيم قريبة من القيم الحقيقية للجذور التكعيبية» حيث 
أن ×= (×) f‏ » وحيث أن ۸ تمثل قيمة قليلة بحيث أنها لا تساوي 
الصفر (0 ± ۸). 


وسوف نستعرض الآن عدة أمثلة تبين كيفية استخدام طرقة التقريب الخطي 
للوصول إلى قيم تقريبية للجذور التكعيبية» وذلك بناء على الخطوات نفسها 
الي اتبعناها للوصول إلى قيم تقريبية للجذور التربيعية المذكورة في الفصل 
الثاني من هذا الكتاب. 


مال (5.13: قدر قيمة ٩/14‏ باستخدام طريقة التقريب الخطي. 
الحل: 
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f (=x نفرض أن:‎ 


المكعب الكامل الأقرب إلى العدد 14 هو العدد 8. 
x+h=8+6‏ 

حیث أُن: 6= ۸ 

والآن نطبق على العلاقة (*) حيث: 


f(x+M) = f O0+ f OO -B.......... % 


f (8+6) = f(8) + £'(8)(6) 


f (14) x8 + (6) 
38) 
Jf (14) xz 2+ ا‎ 6 =2+ 1-5 
)3()4( = 
أي أن:‎ 
%14 x 2.5 
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وباستخدام الآلة الحاسبة نجد أن: 

1 = 14 لأقرب أربع منازل عشرية» لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام طريقة التقريب الخطى یمکندا إيجاد قيمة قريبة نوعا ما من القيمة 
الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 4 حيث أن القيمة المطلقة للخطأً بين 
القيمة التقريبية التي توصانا إليها من خلال استخدام هذه الطريقة د ٠/14‏ 
والقيمة الحقيقية له تساوي 0.0899 وأن مكعب القيمة التقريبية هو 15.625. 


مغال (6.14: قدر قيمة ٧110‏ باستخدام طريقة التقريب الخطي. 
الحل: 
ق f(0 =x‏ 


1 
= (ں)'f‏ ج 
NE‏ 
المكعب الكامل الأقرب إلى العدد 110 هو العدد 125. 


x+h=125+-5 
۸= -15 حیث أن:‎ 


والآن نطبق على العلاقة (*) حيث: 


f+ = f+ f (-M.......... % 
£ (125+-15( = £ 125(+ £ )125()-15( 
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£ )110( r 5 


و 


f10) x 5- 


أي أن: 


7110 x 4.8 


وباستخدام الآلة الحاسبة نجد أن: 
4 = 110 لأقرب أرع منازل عشريةء لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام طريقة التقريب الخطي يمكننا إيجاد قيمة قريبة من القيمة الحقيقية 
للجذر التكعيبي للعدد 110. حيث أن القيمة المطلقة للخطأً بين القيمة 
التقريبية التي توصلا إليها من خلال استخدام هذه الطريقة ل 110 والقيمة 
الحقيقية له تساوي 0.0086 وأن مكعب القيمة التقريبية هو 110.592. 
مغال (5.15: قدر قيمة 171 باستخدام طريقة التقريب الغطي. 
الحل: 
نفرض أن: )x(= x‏ / 
2 

TT 
.216 المكعب الكامل الأقرب إلى العدد 171 هو العدد‎ 

x+h= 216+45 
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حیٺث أن: h=-45‏ 
والآن نطبق على العلاقة (*) حيث: 


f+ = f ()+ f (-B.......... % 
£ (216+-45( = f (216+ f )216-45( 


روہ + 216 ۶171 


33/210 


)45( = 6-2 = 3 
2 12 


f (171) z 6- 
أي أن:‎ 


%171 x 5.583 


وباستخدام الآلة الحاسبة نجد أن: 

5.555= 171“ لأقرب أربع منازل عشريةء لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام طريقة التقريب الخطي یمکندا إيجاد قيمة قريبة نوعا ما من القيمة 
الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 171. حيث أن القيمة المطلقة للخطأً بين 


القيمة التقريبية التي توصلا إليها من خلال استخدام هذه الطريقة J‏ %171 
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والقيمة الحقيقية له تساوي 0.0328 وأن مكعب القيمة التقريية هو 
174.095. 


مع ملاحظة أنه كلما زادت قيمة / قلت الدقة في إيجاد القيمة التقريبية 
للجذر التكعيبي للعدد المطلوب» وكلما كانت / صغيرة فإن الدقة في القيمة 
التقريبية للجذر التكعيبي للعدد المطلوب تكون أفضل عند استخدام طريقة 
التقريب الخطي .(Linear Approximation Method)‏ 


مما سبق» نجد أنه وباستخدام طريقة التقريب الخطي فإنه يمكننا التوصل 
إلى قيم قريبة من القيم الحقيقية للجذور التكعيبية» ولكن أمر معرفة المتعلمين 
بمفاهيم مغل مفهوم الاقتران والاشتقاق وقابلية الاقتران للاشتقاق يشكل صعوبة 
في التطبيق عليهاء كما أنها تتطلب أن تكون ۸ قيمة صغيرة (بحيث لا تساوي 
الصفر)» حى نتوصل إلى قيم تقريية تكون قريبة من القيم الحقيقية للجذور 
التكعيبية. 


cit 


(Taylor Polynomials) روgذlت کثير حدود‎ 6 


تعرفنا سابقا على كثير حدود تايلور ذي القوة ۸ للاقتران f‏ ل 4-=×»› 


حیث أن: 
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€ ) 


وک 


F,() = f(a) + f'(a)(x = a) + 
A (a) 


n! 


x(x - a)" 


وقد قمنا بالتطبيق عليه للوصول إلى قيم تقريبية للجذور التربيعية» أما في هذا 
الجزء فإننا سوف نقوم بالتطبيق عليه للوصول إلى قيم تقريبية للجذور التكعيبية 
(مع ملاحظة أننا سوف نقوم بأخذ أول ثلاثة حدود فقط من کثیر حدود تایلور 


عند التطبيق عليه). 
مغال (5.16): استخدم كنير حدود تايلور في إيجاد قيمة تقريبية للعدد 14. 
الحل: 
نفرض أن: 14= × 
المكعب الكامل الأقرب إلى العدد 14 هو 8. 
لذا: 
X-a=14-8=6‏ 
الآن نفرض أن: 
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نطبق الآن على کثیر حدود تایلور» حیث 


+ ۾ - 


أي أن: 


) ا 


P,() = f(a)+ f'(a)(x—a) + (x 


E e 
nl 


ت 0 


P,(14) = f (8) + £'(8)(6) + = (6) 


P,(14) x N8 + > 


4 
e 


3/14 x 25 


وباستخدام الآلة الحاسبة نجد أن: 
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1 = 14 لأقرب أربع منازل عشريةء لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام التقريب باستخدام كثير حدود تايلور يمكننا إيجاد قيمة قريبة نوعا ما 
من القيمة الحقيقية للجذر التكعيبى للعدد 14 حيث أن القيمة المطلقة للخطاً 
بين القيمة التقريبية التي توصانا إليها من خلال استخدام هذه الطريقة د ١14‏ 
والقيمة الحقيقية له تساوي 0.0351 وأن مكعب القيمة التقريية هو 
5,.. 


مغال (5.17): استخدم کثیر حدود تایلور في إيجاد قيمة تقريبية للعدد 


0. 
الحل: نفرض أن: 110=× 
المكعب الكامل الأقرب إلى العدد 110 هو 125. 


لذا: 
X-a=110-125=-5‏ 
الآن نفرض أن: 
f(0 =x‏ 
1 
=( ج 
2 
e‏ = () ”۴ ج 
× 9¥ 
نطبق الآن على کثير حدود تایلور» حيث: 
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ك 


P(x) = f(a) + f'(a)(x— a) + س‎ a) + 

(n) 

e‏ (@) م 

nl 
P (110) = f (125) + £'(125)(-15) + I ال‎ 15) 
P (110) xz 125 E E 

3/1252 93/1255 
2 
E E E 
5 625 5 
أي أن:‎ 

3/110 ~ 4.7952 


وباستخدام الآلة الحاسبة نجد أن: 

4.7914 = 10 لأقرب أربع منازل عشرية» لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام التقريب باستخدام كثير حدود تايلور يمكننا إيجاد قيمة قريسة من 
القيمة الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 110. حيث أن القيمة المطلقة للخحطاً 
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بين القيمة التقريبية التي توصلا إليها من خلال استخدام هذه الطريقة ل 
0 والقيمة الحقيقية له تساوي 0.0038 وأن مكعب القيمة التقريبية هو 
6 .. 

مغال (5.18): استخدم كتير حدود تايلور في إيجاد قيمة تقريبية للعدد 


I71 


الحل: 
نفرض أن: 171= × 
المكعب الكامل الأقرب إلى العدد 171 هو 216. 


XxX—-a=171—-216 =5 
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الآن نفرض أن: 


f00 =x 
Oy 
ر‎ 
ل‎ 
9N x3 
نطبق الآن على کثیر حدود تایلور» حیث‎ 
E EP OE ت‎ (=a) + 
(n) 
E e 
nl 
P (171) = f (216) + £'(216)(-45) + 9 45) 
P (171) ~N 216 + 45 + 2025) 
5 (216 93/(216(° 
2 
TN RT 


12 864 864 
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171 xz 5.54 


وباستخدام الآلة الحاسبة نجد أن: 

5 = 171 لأقرب أربع منازل عشريةء لذا يمكننا ملاحظة أنه 
وباستخدام التقريب باستخدام كثير حدود تايلور يمكننا إيجاد قيمة قريبة من 
القيمة الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 171. حيث أن القيمة المطلقة للخحطاً 
بين القيمة التقريبية التي توصلا إليها من خلال استخدام هذه الطريقة ل 
U E O OOO O E A IE‏ 
1.8. 


مما سبق» نجد أنه وباستخدام طريقة التقريب من خلال كثير حدود تايلور 
فإننا نتوصل إلى قيم قريبة من القيم الحقيقية للجذور التكعيبية ولكنني أرى أن 
أمر معرفة المتعلمين بمفهوم الاقتران ومفهوم المتسلسلات والاشتقاق وقابلية 
الاقتران للاشتقاق وحتى بمفهوم كثير الحدود يشكل صعوبة في التطبيق على 


هذه الطريقة. 


وبشكل عام فان التقريبات للجذور التكعيبية التي توصلا إليها باستخدام 

الطريقة التقليدية ونظرية بلزانو بعيدة عن القيم الحقيقية لتلك الجذور؛ لذلك 

سنقوم في الفصل القادم باستبعادهما عند مقارنة التقريبات الناتجة من استخدام 
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بقية الطرق» حيث أنني سأقوم في الفصل السادس باعتماد الطرق أدناه للمقارنة 
بين التقريبات الناتجة عن کل طريقة للجذور التكعيبيةء وهذه الطرق هى: 


ه طريقة نيوتن-رافسون. 
ه متسلسلة ذات الحدين. 
ه طريقة التقريب الخطي. 
۰ کنیر حدود تایلور. 


هذا بالإضافة إلى طريقة الحصر (ل0ط†ءM Restrictio«‏ لتقريب الجذور 
التكعيبية. نظرا للتقريبات الجيدة الناتجة عن كل طريقة من الطرق السابقة. 
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طريقة الحصر 


(Restriction Method) 


لتقريب الجذور التكعيبية 
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6.1 طريقة الحصر لتقريب الجذور التکعيبية ) (Restriction‏ 
Method‏ 


تستند طريقة الحصر لتقريب الجذور التكعيبية على أسلوب حصر العدد 
المطلوب إيجاد جذره التکعیبى بين مكعبين كاملين متتاليين» كما هو الحال فى 
طريقة الحصر لتقريب الجذور التربيعية والتي تم ذکرها في الفصل الثالث من 
هذا الكتاب» وقد قمت باعتبار أن الوسط الحسابي لناتجي الجذرين التكعيبيين 


ds 3 2‏ 
أي أنه إذا كان 4 .0 مكعبين كاملين متتاليين» وكانت × تقع بينهما 
فإن: 


E 


2 


وسوف نقوم باستخدام أحد قوانين التناسب في اشنقاق طريقة الحصر 
Restriction Method)‏ لتقريب الجذور التكعيبية.» وهو أنه: 
C A‏ 


إذاکان: ٣‏ د 


B 


فإن: 


AEC 


=F 
B+D 
ولاشتقاق طريقة الحصر (dك0طاءM «٥ناعstiءR لتقريب الجذور التكعيبية»‎ 


نبدأ أولا بأحذ الفرق بين ناتجي الجذرين التكعيبيين للمكعبين الكاملين 
المتتاليين. 
a-b=1‏ 
حيث 4,7 هما ناتجا الجذرين للمكعبين الكاملين المتتاليين. 
(a¬-b)” =1‏ 
a” -2ab +b” =1‏ 


a” +b” = ab +1‏ ج 


ياضافة المقدار ”ظ + ”4 للطرفينء فإن: 
2a” + 2b” = a” + 2b +b” +1‏ 
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> 2(4” +b” (= )a +b)” +1 
2 
(a+b) 1 
2 


a +b” = 


a +b” = (a+b) e 
2 2(a+b) 


a” +b” 4+ 1 
a+b 2 2(a+b) 


a+b _ a +b 1 
2 a+b 2(a+Db) 


a+b 2a” +2b -1 


2 2(a+b) 
1 
2 2 
a+b “ “2 
2 a+b 


لذا يمكننا القول أيضا أن: 
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كذلك. وبالرجوع إلى أن الفرق بين ناتجي الجذرين التكعيبيين للمكعبين 
الكاملين المتتاليين يساوي واحدا مرة أخرى: 
أي أن: 
a—b =1‏ 
(a¬-b)ُ [1‏ 
2 2 
a —-2ab +b =1‏ 
a” +b” = ab +1‏ ج 
1 
a +b” = 7‏ 


2 2 
a +b E 
2 
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وبضرب الطرفين بالمقدار (2 + 4) 
(a+b)(a” +b” +1)‏ _ 
2 


(a+ b)(a” -ab +b”) 


(a +b)(aَ” +b” +1) 


a +b 
( ) 5 


وبالعودة إلى افتراضنا المبدئي أن: 


فإن: 
(a+b)?‏ 
د ج X‏ 
8 
e a + 3a” b + 3ab” +‏ 
8 
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8x x a +b” +3ab(a +b) 


8x x (a + b)(a” — ab + b*” ) + 3ab(a + b) 


8x x (a + b)(a” — ab + b” + 3ab) 
8x x (a + b)(a” + 2ab +b”) 


5 (a+b) 

8 

4x a+b 
(a +b)” ES 


وبما أن: 


a a+b 


فإن: 


yT 


وبضرب کل من سط الغاني ومقامه بالعدد 
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لذا يمكننا القول بأن: 


Vx e (3)‏ 
(a +b)‏ 
۰ 
وبتطبيق العلاقة (1) والعلاقة (2) والعلاقة (3) على قانون التناسب المذكور 
آنفاء فإن: 
| ا e+‏ 
4 
أي اُن: 


: x +a +b +a” +b 


E r E 
CP rep raba 


وللحصول على قيمة أكثر قربا من القيمة الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد X‏ 
فاننا سوف نطرح من البسط في المعادلة السابقة المقدار: 
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لتصبح المعادلة () بشكلها النهائي كما يلي: 


b* -—x ) 
eT 
x ^ 2.) 


2 
م‎ [rast rarbsl 


حيث أن العلاقة (*) تمكننا من التوصل إلى قيم قريبة جدا من القيم الحقيقية 
للجذور التكعيبية. 


x + a + ط‎ + a” + ظط‎ - ) 


ويمكن التطبيق على طريقة الحصر (ل0طاءM‏ «٠٥ناءذ٣tءءR‏ في إيجاد قيمة 
تقريبية للجذر التكعيبى للعدد الحقيقي وذلك من خلال اتباع الخطوات التالية: 


° نقوم بداية بحصر العدد × بين مكعبين كاملين منتاليين» حيث: 
bُ > XX > aُ‏ 
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۵ نجد ناتجی الجذرين التكعيبين a,b‏ للمكعبين الكاملين المتعاليين 


0) 


2 SAG) 
حیث أن:‎ ٩4 , 


bُ > x > û 
نطبق على العلاقة التالية:‎ 
b* -x 
3 3 2 2 
x+a +b +a +b - 
۴ ( IT 


(x- a )+ 


ا 


ر2 
CP apî a+b‏ 


ء۶ 3 
للحصل فى نهاية الأمر على قيمة قريبة جدا من القيمة الحقيقية ل ×۷ . 


مغال(6.1): استخدم طريقة الحصر في إيجاد قيمة تقريبية 14-3 


الحل: 


SEA aS 


SS TEE 


والآن نطبق على العلاقة (*) التالية: 
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x + a +b + a” +b” -) 


=a) + 


r 2 (%( 


أي أن: 


271-14 


14+8+27+4+9—( FE EE 


(14-8) + 
4 
0 a 


) 


VIA x43 2 ~2 
]6.25[+19 5 


أي أن: 


3/14 x 2.2 
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نلاحظ أن القيمة التقريبية التي توصلا إليها باستخدام هذه الطريقة هي قيمة 
قريبة جدا من القيمة الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 14 » ذلك أنه وباستخدام 
الآلة الحاسبةء نجد أن 2.4101 = 1/14 لأقرب أربع منازل عشريةء وأن 
القيمة المطلقة للخطا بين القيمة التقريبية التي توصلا إليها باستخدام طريقة 
الحصر والقيمة الحقيقية يساوي (0.0121)» وأن مكعب القيمة التقريبية هو 
14.112. 


مثال(6.2): استخدم طريقة الحصر في إيجاد قيمة تقريبية للعدد 110. 


الحل: 
X > 654‏ > 125 


SNIIO S45 


والآن نطبق على العلاقة (*) التالية: 


3ِ 
Eg ED Eg D ml E ) 
a ا اع ا م‎ 


2 
2 aa 
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أي أن: 


0 ) - 25 + 16+ 125+ 64 + 110 
110-644( 
2 ^ 3/110 
ا5 ا 
)340 
VIO OS‏ 
51 +|20.25[| 
340 
48646 31 
1 
أي أن: 
xz 4.786‏ %110 


ونلاحظ هنا أيضا أن القيمة التقريبية التي توصلا إليها باستخدام هذه الطريقة 
هي قيمة قريبة جدا من القيمة الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 110 » ذلك أنه 
وباستخدام الآلة الحاسبةء نجد أن 4.7914 = 110 لأقرب أربع منازل 
عشرية. وأن القيمة المطلقة للخطاً بين القيمة التقريبية التي توصلا إليها 
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باستخدام طريقة الحصر والقيمة الحقيقية يساوي (0.0068)» وأن مكعب 
القيمة التقريبية هو 109.531. 
مغال(6.3): استخدم طريقة الحصر في إيجاد قيمة تقريبية للعدد 171 . 
الحل: 

ZIG KS 13 


NI 55 © 


والآن نطبق على العلاقة (*) التالية: 


b* - 

x + a +b + a” +b” -( ) 

4, a+b+1 

A 

d 
+a” +b” +a+b+1 
4 
أي اُن:‎ 
171+125 + 216 + 25 + 36 - ) ال‎ 
(171-125) + 
3/1 1x 2 


2 
9 [se366 
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ای أن: 
x 5.5547‏ %171 


کما نلاحظ أن القيمة التقريبية التي توصلا إليها باستخدام هذه الطريقة أيضا 
هي قيمة قريبة جدا من القيمة الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد 171 » ذلك أنه 
وباستخدام الآلة الحاسبة» نجد أن 5.5505 = 171 لأقرب أربع منازل 
عشرية. وأن القيمة المطلقة للخطاً بين القيمة التقريبية التي توصلا إليها 
باستخدام طريقة الحصر والقيمة الحقيقية يساوي (0.0042)» وأن مكعب 
القيمة التقريبية هو 171.3886. 

مما يعني أن طريقة الحصر (ل0ط٤ءM1 Restrict ٥١‏ لتقريب الجذور 
التكعيبية يؤدي التطبيق عليها إلى التوصل إلى قيم قريبة جدا من القيم الحقيقية 
للجذور التكعيبية» وذلك نظرا للنتائج الجيدة الني توصلنا إليها من الأمغلة 
(6.3)» (6.2)» (6.1) السابقة» حيث أظهر استخدام هذه الطريقة (طربقة 
الحصر لتقريب الجذور التكعيبية) خلوها من مفاهيم معقدة بعض الشيء 


للطلاب غير المتخصصين في مجال الرياضيات كمفهوم الاقتران مثلا ومفهوم 
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طريقة الحصر لتقريب الجذور التربيعية والتكعبية 


المتسلسلات إلى مفهوم الاشتقاق وغيرها من المفاهيم الأخرى والتي نجدها 
من ركائز الطرق الأخرى سابقة الذكرء كما أن أمر التطبيق عليها من قبل 
المتعلمين بكافة مراحلهم هو أمر ممكن بالرغم من صعوبة التعويض فيها بعض 
الشيء» ومن هناء فانني أرى أن بنظر المتخصصون والقائمون على إعداد 
المناهج المدرسية بعين الاعتبار إلى طريقة الحصر (Restriction Method)‏ 
لتقريب الجذور التكعيبية. 


2 استخدام طريفة الحصر (dأo )Restriction Meth‏ في تقریب 


بعض الجذور التكعيبية 
والآن سوف نستعرض من خلال الجدول (6.1) عدة أمثلة محلولة تظهر 
استخدام طريقة الحصر في تقريب الجذور التكعيبية لأعداد مختارة عشوائياء 
كما وتظهر أيضا القيمة المطلقة للخطاً بين القيم التقريبية والقيم الحقيقية 
ومكعب القيم التقريبية في كل منها. 
الجدول(6.1) 


١ القيمة‎ 
القي‎ 
١ 


2„ 2 
(a,b)‏ 
القي 
۳ 
ةوا 
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الجذر التكعيبي د × 
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التطبيق على العلاقة (* ) 


ببیه 


من طريقة الحصر لتقريب الجذور 
التكعيبي 


قيقية باستخدام الآلة الحاسبة 
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يتبين لدينا من خلال الجدول (6.1). أن طريقة الحصر ) Restriction‏ 
Meth‏ لتقريب الجذور التكعيبية تعتمد اعتمادا مباشرا على حصر العدد 
المطلوب تقريب جذره التكعيبي بين مكعبين كاملين متتاليين» وأنها تعطي قيمة 
قريبة جدا من القيمة الحقيقية لجذر العدد التكعيبي المطلوب تقريبه» حيث أن 
الخطأ الناتج من استخدام هذه الطريقة يعد قليل جدا. 


ولا بد من التنوبه هنا أنه كلما كان العدد المُراد تقريب جذره التكعيبي قريبا من 
المكعب الأعلى كان التقريبب دقيقا وجيدا جدا عند استخدام طريقة الحصر في 
عملية التقريب» وكلما اقترب ذلك العدد من المكعب الأدنى كان التقريب أقل 
دقة منه إذا ما قورن بالحالة الأولى» ويوضح الشكل (6.1) مدى دقة التقريب 
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للجذر التكعيبى للعدد X‏ إذا ما استخدمنا طريقة الحصر لتقريب الجذور 
التكعيبية فى إيجاد قيمة تقريبية له: 


الشكل (6.1) 
(الحد الأعلى) (الوسط الحسابي) (الحد 
الأدنى) 
أكث دقة 
a a +b 8‏ 
2 


3 مقارنة بين التقريبات المتحصلة من بعض الطرق وطريقة 


الحصر لبعض الجذور التكعيبية 


سنقدم الآن مقارنة بسيطة نستعرض فيها استخدام الطرق الأربعة التالية 

(طريقة نيوتن-رافسون» متسلسلة ذات الحدين» التقريب الخطي والتقريب 

باستخدام كثير حدود تايلور) بالإضافة إلى طريقة الحصر وذلك لتقربب بعض 

الجذور التكعيبية لبعض الأعداد» حيث يبين الجدول (6.2) مدى فاعلية كل 

طربقة من الطرق الأربعة آنفة الذكر وفاعلية طريقة الحصر أيضا في تقربب تلك 

الجذور» مع ملاحظة أننا سوف نستعرض الأمغلة ذاتها التي استعرضناها في 
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الجدول (6.1) باستخدام طريقة الحصر لتقريب الجذور التكعيبية» كما سنقوم 
أيضا باستعراض التقريبات الأخرى لنفس الأمثلة وذلك بالتطبيق على كل من 
الطرق الأربعة (أعني باستخدام طريقة نيوتن-رافسون» متسلسلة ذات الحدين» 
التقريب الخطي والتقريب باستخدام كثير حدود تايلور) مبينا بطبيعة الحال 
القيمة المطلقة للخطاأً بين القيم التقريبية والقيم الحقيقية الناتجة من استخدام 
الطرق جميعها. 


ولا بد من ملاحظة أننا سنقوم باعتماد التقريب الرابع على الأكثر للجذر 
التكعيبي عند استخدام طريقة نيوتن-رافسون» وبأننا سوف نأخذ أول ثلانة 
حدود من كثير حدود تايلور عند التطبيق عليه وسوف نستخدم أول أربعة 
حدود من متسلسلة ذات الحدين» كما أننا سوف نقوم بتدوير النتائج التي 
سوف نتوصل إليها إلى أقرب أربع منازل عشرية فقط . 
الجدول (6.2) 


الجذر الن لتكعيبي ل «* 
القبمة الحقبقية 


القيمة التقريبية (نيوتن) 

القيمة المطلقة للخطاً (نيوتن) 

القيمة التقريبية (ذات الحدين) 

القيمة المطلقة للخطاً (ذات الحدين) 
القيمة التقريبية (التقريب الخطي) 
القيمة المطلقة للخطأ (التقريب الخطي) 
القيمة التقريبية (كثير حدود تايلور) 
القيمة التقريبية (طريقة الحصر) 


القيمة المطلقة للخطأً (كثير حدود تایلور) 
القيمة المطلقة للخطأً (طريقة الحصر) 
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مما سبق فإنه يتبين لدينا أن القيم التقريبية المتحصلة من جراء استخدام 
طريقة نيوتن-رافسون ومتسلسلة ذات الحدين وطريقة التقريب الخطي وطريقة 
التقريب باستخدام كثير حدود تايلور بالإضافة إلى طريقة الحصر 
)Rstriction Method)‏ هي قيم قريبة جدا من القيم الحقيقية لتلك 
الجذور» ذلك أن القيمة المطلقة للخطاً بين القيمة التقريبية الناتجة من 
استخدام أي منها والقيمة الحقيقية تعد قليلة جدا. 
ومن هناء فإن استخدام أي من الطرق آنفة الذكر يعطي قيما تقريبية جيدة جدا 
للجذور التكعيبية وقريبة جدا من القيم الحقيقية لها. 


ويبقى هنا بعض الملاحظات التي لا بد لي أن أستعرضها من خلال النقاط 
التالية: 

٠ه‏ طريقة نيوتن-رافسون تعطي قيما دقيقة وصحيحة للجذور التكعيبية. 

ه إن استخدام متسلسلة ذات الحدين تمكننا من التوصل إلى قيم قريبة 
جدا من القيم الحقيقية للجذور التكعيبية. 

ا أن استخدام طريقة التقريب الخطي تمكننا من التوصل إلى قيم 
قريبة نوعا ما من القيم الحقيقية للجذور التكعيبيةء ولكن أمر التطبيق 
على هذه الطريقة يتطلب أن تكون ۸ قيمة صغيرة (بحيث 0 ± ۸) 
حى يؤدي التطبيتق على هذه الطريقة إلى التوصل إلى قيمة تقريبية 
تكون أكثر قربا من القيمة الحقيقية للجذر التكعيبي للعدد المطلوب. 

٠‏ إن طريقة التقريب باستخدام كثير حدود تايلور تعطي قيما قريبة جدا من 
القيم الحقيقية للجذور التكعيبية. 
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٠‏ طريقة الحصر (لh0ط†ءM‏ «trictioيءR‏ يؤدي التطبيق عليها إلى 
التوصل إلى قيم قريبة نوعا ما من القيم الحقيقية للجذور التكعيية» مع 
الأخذ بعين الاعتبار أنه كلما كان العدد المُراد تقريب جذره التكعيبي 
قريبا من المكعب الأعلى كان التقريب دقيقا وجيدا جدا عند استخدام 

يقة الحصر في عملية التقريب» وكلما اقرب ذلك العدد من 
المكعب الأدنى كان التقريب أقل دقة منه إذا ما قورن بالحالة الأولىء 
ويوضح ذلك الشكل (6.1) كما أسلفنا سابقا. 


التوصيات 

أوصي المتخصصين والقائمين على إعداد المناهج المدرسية في وزارة التربية والتعليم بأخحذ طريقة 
الحصر (0dطMet‏ م«rictio Rest‏ لتقريب الجذور التربيعية ولتقريب الجذور التكعيبية التي 
تعرضهما هذه الدراسة بعين الاعتبار» وذلك من خلال إدراج الطريقتين في مبحث الرياضيات لأحد 
الصفين السابع أو الثامن الأساسيين؛ لما تتميزان به من بساطة وسهولة عند التطبيق عليهماء ولكونهما 
تعطيان قيما قريبة جدا من القيم الحقيقية للجذور التربيعية وللجذور التكعيبية على الترتيب» كما أوصي 
أيضا بالاستفادة من العلاقات الرياضية التي استعرضتها هذه الدراسة والتي من خلالها يمكن اكتشاف كافة 
المربعات والمكعبات الكاملة. 
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